4. Oktober

HE Aufwirmiibung: Halbquantitative Skizze zum Funktionsverhalten:

Fertigen sie fiir die folgenden Funktionen iiber die Analyse des Rechenausdrucks eine Skizze des
Graphen an.

Nochmals: Keine Wertetabelle, hochstens die Werte einiger besonderer Punkte. Moglichst viele per In-
spektion erkennbare Eigenschaften in der Skizze unterbringen! Eventuelle Problemstellen oder Unklarheiten
durch ein ”?” markieren. Spezielle Trickiiberlegungen sind natiirlich erwiinscht!

Gehen Sie aus von der Kenntnis der Grundfunktionen jeweiligen Aufbau des Rechenausdrucks: (Beispiel
sinx .
x

x ot —227 +1 -1 -2)(z-3) |z2—z+ (x—1)(z—2)(z—3)

z—x — sin(x) x - SBE T g T 785

T = == mit a>0 | z +— x cos(z?) x +— 22 cos(x) z— 221 — 22
x +— sin(sinz)) 2 +— cos(sin(z)) r e — 7™ m=0,1,2,....

Kapitel 9 "Tangentenzerlegung"

e Die typische Situation: f:D— R gegeben. Dazu ein Punkt xg € D mit f(x¢) = yo bekannt. Setze
Axr =z — x0.

e Das Problem: Mit moglichst wenig Aufwand moglichst viel iiber das Verhalten von f um xy herum
herausfinden. (Fiir kleines Az). Geometrisch: Finde die Tangente an den Graphen von f im Punkte
(%0, f(x0)). Allgemeines und verallgemeinerbares Problem

e Losung: Uber eine Umschreibung des Rechenausdruckes der folgenden Art:

F(xg, Az
flzo + Ax) = f(zo) + m - Az + F(x9, Ax) AmL
N et e Fehler Az

Verhalten?? o~
Tangentengleichung
— Problem: Schluss von der Summe auf den Summanden! Das letzte Plus? Dazu miiite m oder F
bekannt sein.

— Man braucht eine zusitzliche Bedingung! ("Resttrermbedingung"). Diese sieht wie folgt aus: "

Der Fehler F muss bei Ax = 0 eine Nullstelle haben, die stirker als linear ist " Realisierung:



% Schreibe ‘ F(xo0, Az) = Ax - R(xo, Ax) | und fordere ‘ limaz—oR(xo, Az) =0 ‘ Das nennen

wir "Restermbedingung" Achtung: R(x¢,0) ist zunfichst nicht definiert!
e Damit erhilt die Umschreibung des Rechenausdrucks folgende Gestalt:
f(zo + Az) = f(z0) +[m]Az + AzRy(x0, Ax)
Nur m ist bisher noch unbekannt! eigentlich R} (zo, Az) .

HE Wieso ist Zerlegung moglich? Beispiel ausdenken und R fiir Az # bestimmen!
(Wir haben f(x)=x® und f(x)=1gerechnet. Dazu f(x)=sin(x). Siehe Skript.

Bezeichnungen:

Eindeutigkeitsnachweis. "Wenn es ein m gibt,sodass,,,, dann ist es eindeutig." Hochstens ein m.
Fallunterscheidung:

a) Es gibt genau ein m, fiir das die Restermbedingung erfiillt ist. Oder

b) Es gibt kein solches m .

Im Falle a) bezeichnen wir das ausgezeichnete m mit | f'(xg) |oder %(wo) oder....."der Ableitungswert

von f in xq”.

Weitere Bezeichnungen
"Die Tangentenzerlegung von f um x¢” :

f(zo + Az) = f(z0) + f (o) Az + AzRy (20, Az)

"Tangentenapproximation ......

Die zwei Denkfiguren:

1. Denkfigur: | "Bestimmung einer Ableitung":

Weise die Restermeigenschaft fiir f und xq fiir ein bestimmtes m nach. Dann gilt W.
Die Ableitung ist berechnet!

HHE Beispiel ausdenken und rechnen! (Natiirlich eines, deren Ableitung man bereits kennt!)

2. Denkfigur

2.Denkfigur | "Die Tangentenzerlegung als giiltige Gleichung".

f sei in xq differenzierbar mit Ableitung f'(z). Dann gilt die Tangentezerlegung

mit Restermeigenschaft

Flo+80) = f20) + 1 (o) + Awhy(an, Ar) ot R

D.h. von R kennt man nicht die genauere Zuordnung, nur diese Eigenschaft!

Analogie: Ersetze den genauen Spielverlauf durch eines Fussballspieles durch das Resultat. (Informa-
tionsreduktion).
Die Tangentenzerlegung liefert codiert daher die Information iiber das Funktionsverhalten in einer Hier-
archie zunehmender Genauigkeit, aber auch jeweils weniger leichter Zugénglichkeit:
f(xo + Az) = f(xo) Startwert
= f(zo) + f'(x0)Ax Tangentenapproximation

f(zo)
nmroom F(@o) + f '(z0) Az + AzRy (z0, Az) von Ry ist nur die Rest-
f(zo)

termeigenschaft bekannt!
zo) + f (o) Az + AzRy(xo, Axz) Ry ist exakt bekannt



Der wichtige Schritt: Von der letzten Zeile zur vorletzten. Diese Form erweist sich als besonders niitzlich.
BB Beispiel ausdenke und rechnen.....

B Zusammenhang mit dem Differentialquotienten?
B und der momentanen Geschwindigkeit?

B Die Ableitungsfunktion...
B Die Ableitung der Funktionen der Grundausstattung (Uber die erste Denkfigur)

Die Ableitungsregeln.

Sie sollen parallel zu unseren rekursiven Konstruktionen laufen. D.h. wie sollten Sie allgemein
aussehen?

HE Sei | ....... Voraussetzungen.. |...dann ist/gilt und ......
Beispiele formulieren und dann der Beweis!

F(x)=(af + Bg) () F'(z)=af (x0)+ B9 (z0) Linearitit
F(x)=(fg) (z) F'(zo) = f:(zo)g(zo) + f(lxo)g’(zo) Produktregel Strategie!
F(X):}é(z’lﬁ) F'(z9) = £ (IO)Q(IZ)?JO()IO)Q (zo= Quotientenregel ~ Strategie
F'(z9) = ¢'(20) f'(9(20))
F(z) = f(g(x)) X'—(> )g(x) =y+— f(y) Kettenregel Strategie
g (z) - f'

fg xo f'(z0), g (x0)
77?7 (f+g)(xo) differenzierbar und Wert (f+g)'(zo) =777

!/
Herleitung von (%) (xo9) durch Einsetzen von Tangentenzerlegungen

_ 1 _ 1
x— fl@) =y — 4 = 75

f(xo + Az) = f(xo) + f'(z0) Az + AzR¢(z0, Az).

()=t ho =L+ (3) Ay + AyRe (o, Ay)

_ 1
FwotA) ™ f(a0)+(f(z0) Az + AxRy (20, Ax))
Ay Hilfsgrofe

=+ (ﬁ) (f'(20) Az + ARy (z0, Ax)) + AyR,(yo, Ay)

ek (f;(wlo)) f'(@o)Az + Az {(ﬁio)) Ry (wo, Ax) + 3L R, (y0, Ay)
[....] erfiillt die Resttembedingung. Also....

Beispiele:
tan’(z) = (ﬁ)l (x)

cos



__cos?a+sin®z 1
cos? x cos? x

F(x)= % Nebenrschnung:  1sinx+xcosx

i - zsinx)(2z
FI(ZIJ) _ (smz+xcosz)((334;a;2))2(1+ )(2z)

Kettenregel
F(x)=f(g(x))  F'(z0)’

yo = g(zo)
g _ f
x— g(z) =y — [f(y)
g seiin xq

f sei in yq
D.h.

g(xo + Az) = g(x) + ¢ (x0) Az + AzRy(z0, Az)....
f(yo + Ay) = f(yo) + f'(yo) Ay + Ay....
F(xo + Az) = f(g(zo + Az))
=f(yo + Ay) = F(xz0) + f'(g(x0)) - [¢'(x0) Az + Az Ry (20, Az)] + Ay...

—F(z0) + f(9(x0)) - 9/ (x0) Az + f'(g(w0)) Aw Ry (w0, Ax) + Ay..
—F(0) + /' (9(x0)) - ¢ (20) Az + Ac
—_— —

F'(9(x0)) Ry (w0, Az) + 2L R¢ (yo, Ay)..

Heuristische Herleitung der Formel fiir die Ableitung der inversen Funktion mit Schema
f1(z) inverse Funktion zu f(x) fin xo diff. mit Ableitung ' (z).
AuBerdem sei =1 in yo = f(x0) diff. ??? Wert der Ableitung

Es gilt
fil(f(z)) =T x— f(x) :yr—>f71(y)
Kettenregel %... y=f(x) x=f"1(y)
') (f71) (y)=1
—1\/ 1 - 1
) ) = 765 = 7oy
_3 2
y:f(}(l) f/(x) ) V=X ) 3X : X .
i ot 1,2
x=f (y) ??W” X \/y Y3 3(%)2 3y~ 3
2 2
= CZ;EC;S £ = Cosl2 z = 1+tan?z
tan(x)=y tan’(x)
x=arctan(y) arctan’(y) = lez
sin?

x = (sin(x))? sinx?  sin(x?)

tan2(arctan(y)) = (tan(arctan(y)))* = ¢2




