Tagebuchbereich zum Vorkurs Mathematik 2007
Die Bernoullische Ungleichung:

Sei x>-1 und n=1,2,3,.... Dann gilt

| (14" >14nx|

Beweis mit vollstéindiger Induktion.

Die Ungleichung ist trivial fiir n=1. Sie sei jetzt bereits bewiesen fiir k=1,....,n-1. Insbesondere
gilt also:
1+2)" ' >1+(n—-1z (*) oder A,
Damit zu zeigen:
®
(14+2)" > 1+nx (A,)

Wir rechnen zulissig wie folgt:

(1+z)" = (I+2)"'(1+2) Termumformung
(I+(n—-1)2)(1+=2) mit (*) und.da (1+x) > 0..

1+nz+ (n—1)z? Termumformung

v

Y

1+ nx Also gilt tatsdchlich A,, ndmlich | (14x)™ >1+4nx. ‘

11.9. Aufwarmiibungen :

Bestimmen Sie mit (Hilfe der rekursiven Formel) W,, = =W, _, fiir n=1,2,3,... und (dem Anfangswert)
Wy = % eine explizite Formel fiir Wy, (p=1,2,3,...).

Kurze gleichwertige Formulierung:

Es gelte W,, = "T*IWn_g und Wy = 7. Bestimmen Sie Wy, fiir p=1,2,3,...

"Termumformung" und "Gleichungsumformung" und "Aquivalenzumformung einer Gleichung". Welche
der folgenden Aussagen sind richtig?

e Jede Termumformung liefert eine giiltige Gleichung
e Jede Gleichungsumformung entsteht aus einer Termumformung

e Eine Termumformung einer Seite einer Gleichung liefert eine Gleichungsumformung




Welche‘ allgemeinen Rechenregeln fiir Zahlen | rechtfertigen die folgenden| Termumformungen ‘? (3 Stiick).

Dabei werden auch Gleichungsumformungen benutzt. Welche zusétzliche Bedingung (fiir a) ist noch erforder-

lich?
/ 2 x2
\/a2—x2: a2(1—¥):\a| 1—;

Es ist die allgemeine Methode aus (1.2.30) zu benutzen:

Man startet mit einer giiltigen Gleichung.

An dieser nimmt man sukzessive zulidssige Termumformungen oder zuldssige Gleichung-
sumformungen. Steht dann am Ende die gesuchte (behauptete, zu beweisende) Gleichung, ist
selbige bewiesen!

Starten Sie mit der giiltigen Gleichung

Va2 — 22 = a2 — a2

Kap. 1.2:  Wie rechnet man mit Zahlen?

Grundregel (Axiom) - Gebrauchsregel

Distributivgesetze (Beispiel einer Grundregel, eines Axioms)

Funktion: Herleitung weitere giiltiger Termumformungen bzw. Formeln

Gebrauchsregel "Jeder mit Jedem".

— Ubung: Drei Faktoren

— Bilanzierungsschema ....

Anwendungsmethoden

— Gleichungsumformung

— Gezieltes Ausklammern

Binomialsatz

Problem und Formbestimmung, Einfiihrung einer Bezeichnung

Rekursionsformel fiir die Binomialkoeffizienten
— Explizite Formel fiir die Binomialkoeffizienten Beweis: Siche Beispielaufgaben

— Ubungsaufgaben und Hypothese zur Verallgemeinerung

e 7Zu merkende Formeln.



0O (1.2.11) Gezieltes Ausklammern: Klammern Sie so aus, dass die rechts angegebene Form entsteht:

4a® 122 8
- 22 2 _ .
\/(a;Q T a?)? Nz + xm_ [Polynom in x]

Hinweis: Auszuklammern ist der Faktor ﬁ. Konnen Sie eine allgemeine Regel abstrahieren,
z(x+a“)?2
1

so dass die Form der rechten Seite entsteht? Was bringt es, wenn man aus %a + %b + %c den Faktor 55
ausklammert?

V¥ A sei abkiirzende Bezeichnung fiir den Ausdruck.

Man sollte die "héchsten Nennerpotenzen" und eventuelle gemeinsame Zihlerfaktoren ausklam-
mern. Dann muff man in jedem Summanden (im Kopf) so erweitern, bis die hochsten
Nennerpotenzen erreicht sind. Bei uns ist der hochste Nennerfaktor vom Wurzeltyp /(22 + a?)3.
Den wollen wir zunichst ausklammern. Das geht vielfach in einem Schritt. Wir deuten den

Zwischenschritt an mit um den jeweiligen Erweiterungsfaktor. Beachte: /(22 4 a2)3
3
=(x*+ aQ)%:(\/m) :

4o3 12 8
A = r 7334__‘/‘@2_’_012
x

(22 + a?)3 V2 + a2

4x3 122 /22 - a2 82?2+ o (Va2 + a2)3

V&P (e | (e
1

@+ a2)?

{4x3 + 12x(2? + a?) + §(x2 + a2)2]
x

Jetzt sehen wir, dass wir auch noch % hétten ausklammern miissen! Wir nehmen %. Mit derselben
Methode finden wir

— 4 3 2 2 2 2\2
— 4 4 2 2 4
Sl (62" + Tz*a® 4 2a]

Die angegebene Endform erhélt man iiber eine kleine Nebenrechnung. So wie hingeschrieben ist
die Rechnung zu lang. Viele der Zwischenschritte lassen sich mit etwas Konzentration im Kopf
ausfithren, wenn man sich an die gegebene Regel hilt "Erweitern, bis tiberall der gewiinschte
Hauptnenner entsteht". In unserem Fall wiirde der schriftlich formulierte Teil dann so aussehen
(mit entsprechend kurzer Bearbeitungszeit):

] —
T e e
= i [ 4 302 a?) 200 40?7

— x\/ﬁ [6.’1:4 + 7332042 + 2&4]




Ein Beispiel einer Gleichungsumformung, bei dem "der Weg zuriick" nicht durchgeht. die unzulissige
Stelle ist markiert.

Ve+z=1

Ve=1-z

r=1-2z+2% 1 unzulissig!!!
x2-3r+1=0

x12=25+4V6

e

Die numrische Berechnung gibt

3 1 3 1
Va+IvE+2 415 =4.236..#1

VEi-ivE+3-1VvhE=10
D.h. eine der beiden Resultate ist keine Losung der Ausgangsgleichung!

Aufwirmiibungen 12.9.

Welche zwei ev. drei Formeln sollten Sie sich im Zusammenhang mit dem Stichwort Bionomialsatz
merken (auswendig und verstanden) ?

B Rekonstruieren Sie diese beiden Formel

Didaktisches Stichwort: Rekonstruieren ist besser als Wiedererkennen!

B Berechnen Sie (g) und (Z

B Beweisen Sie (,",) = (
Dreieck?

O Beweisen Sie (2:) Ei’,z))zl )

). Welche geometrische Interpretation hat diese Gelichung im Pascalschen

B Suche nach einem bestimmten Term: In den nachfolgenden Ausdriicken soll jeweils der "néchste
auftretende Beitrag (sortiert nach wachsenden Potenzen von x)" bestimmt werden:

(I4x)" =1+..7 (14+3x%)" =1+ ... (2+ax)" = 2" + ... O%émxﬂszl+m
(1+2x)" =1+2nz + ... | (14+2x2)" =1+14x"+...) | (3+xD)° =27° + ... | (242x)°=x""+10x *+..

Rekonstruieren ist besser als Wiedererkennen!
(Das ist ein Resultat der Lernpsychologie zum Erzielen besserer Lernergebnisse!)

Arbeitshilfe: Wichtige Formeln oder Sachverhalte sollte man méglichst aus der Erinnerung eigenstindig
rekonstruieren und das Resultat dann mit dem Original vergleichen.

Das gilt einmal fiir wichtige Endformeln wie fiir die beiden zentralen Formeln zum Binomialsatz
- und zwar nach der vorlesung oder unmittelbar vor der néchsten.

Und ebenso fiir die Arbeit in einem Skript, einem Buch einer Mitschrift: Eine Formel oder
einen Rechnungsteil durcharbeiten, Text abdecken und auf einem Blatt Papier zu rekonstruieren
versuchen. Das Ergebnis mit dem Original vergleichen und eventuelle Unterschiede oder Liicken
durchdenken:

Ist etwas noch nicht verstanden? Hat man einen Rechentrick iibersehen? Usw.

Die jeweilige Rekonstruktionsarbeit zeitlich sinnvoll begrenzen.



»

O Zwei Formeln sind zum Stichwort ” Binomialsatz
v

unbedingt zu merken. Welche beiden sind das?

(a+b)" =37, <Z> a”Fpk und <Z> = [%

Nicht besprochen: Beweisen Sie die folgende in (6.3.75) benétigte Umformung “(Termumformung)
P2+ 22((1 —2?) — P%)? = (P? + 2%)((1 — 2%)? + 2% P?).

Links den Binomialsatz auf (1 — (22 + P?))? anwenden und umstellen, so dal man P? 4 z? ausklammern
kann!

¥ Die vorgeschlagene Rechnung gibt
P2+ 2%(1—2(2®+ P?) + (2> + P?)? = (P?+2%) [1-22% 42" +2°P?]
— (PQ 4 1,2) [(1 o $2)2 + IQPQ]

Drei Typen von Gleichungen:

e Defintionsgleichung wie [n], = n(n—1)...(n—k+1). Die linkes Seite ist nur eine abkiirzende Bezeichnung
fiir die rechte.

e Allgemeingiiltige Aussage wie (2) = [T]z—],’“ Beide Seiten sind unterschiedlich inhaltlich iterpretiert und

ergeben den gleichen Wert.

e Bestimmungsgleichungen wie x> + 6z — 5 = 0 oder 2x=3. Gesucht sind all diejenigen Werte von
x, die nach Einsetzen eine giiltige Gleichung, eine wahre Aussage ergeben. Die Kandidaten miissen
einer bestimmten Menge entstammen. Der Buchstabe x hat die Rolle einer Unbestimmten. Und die
Gleichung selbst darf so zunichst nicht als giiltige Gleichung angesehen werden! Sie ist
zuniichst eine Suchaufforderung. Ist aber x; eine Losung der Gleichung, dann ist x3 + 6x1 —5 = 0 eine
giiltige Gleichung.

Beispiel fiir die Arbeit mit der Bruchdefinition. Es soll die iibliche Hauptnennerformel bewiesen werden.

Also
m n mb+na

a b ab
¥ Sei xg="" die eindeutig bestimmte Losung der Bestimmungsgleichung ax=m und ys=% die der Gle-
ichung by=n. D.h
axg =m sind giiltige, wahre Aussagen.
bys =n Multipl. der Gl. mit b bzw. a und Addition gibt
ab(x+y)=mb+na als giiltige Gleichung.

D.h. xg +ys = % + % - reine Bezeichnungsgl. - ist Losung der letzten Gleichung. Deren eindeutige

Losung wird aber mit bezeicnnet. Oder xg + yg = mbjb"“. Das ergibt die gesuchte allgemeing. Gleichung.

Beispiel fiir Hauptenennerbildung



[0 In Ausdriicken wie dem nachfolgenden kann man entweder zuerst Hauptnenner bilden und dann die Doppel-

briiche beseitigen oder man kann die umgekehrte Reihenfolge wéhlen.
b 3—a

(58) ()

Meist ist eine bestimmte Reihenfolge vorzuziehen. Welche ist das in unserem Beispiel? Was ergibt sich?

(Erst immer kurz selbst rechnen, dann vergleichen)

Vv Die erste Strategie: Zuerst die Doppelbriiche beseiteigen, dann Hauptnenner. Das gibt fiir
unser Beispiel

b 3-a _ b2a) (3-a)3h _ 2ah (a —b) |[+3(B—a)y (a+b)
D T e e 7
2ab — 2ab® + 3b(3a + 3b — a® —ab)  9ab + 9b? — a*b — Sab?
- a? — b2 - a2 — b2

Die zweite Strategie: Zuerst Hauptnenner Bilden undann die Doppelbriiche Beseitigen:

b 3-a _ i (%) [+ (3 —a)|(55)
() () (%) (%)
T e
- (“5)
lo—1Lpy 3a+3b2—aa2—ab 6ab [% — 1b+%j—ab}
) (*5") - ot~ b2

Die erste Strategie ist hier und in der Mehrzahl der Félle vorzuziehen!

B 2) Losen Sie die folgenden Gleichungen, d.h. bestimmen Sie die x, die diese Gleichung erfiillen.

Gleichungen lassen sich alle auf quadratische Gleichungen zuriickfiihren.
a)

[0
b) | 22 + 627 —8 =2 | u=x> als Hilfsgrofle
c) | 2°4+34+27=0 u=2" als Hilfsgrofle

Vv a) Beachte: x# £2

x+2 +2+ ac_—?l)-2 =0 Mit Hautnenner multipl.
(x+2)+2(2%-4)+3(z-2)=0
202 +42—12=0/ 22 +22-6=0 x12 = —1 + 7 # +2.

b) Eine "biquadratische Gleichung":

2zt + 622 —8=2 ‘u2+3u—5:0 fiir u=x2
X192 :i\/—%—i—%\/% C) U2 = —%:l:

N \e}
+
=8
\Y
o

2 Losungen!

Die



c) u=2">0 merken!

2°43-27"=0 ut3-; =0 Mit u multipl.
uw?+3u—1=0
n /9+4 .
X1 = . 31:2) ) upp = —5 ﬂ: 9+4 >0 nur fiir pos. Zeichen!!

[0 Bestimmen Sie die Nullstellen von z* — 1022 + 1 = 0. In der Endform kann man die doppelten Wurzeln

beseitigen. Beweisen Sie dazu mit Hilfe des binomischen Satzes | /5 + 216 = /2 + /3| Wie sieht die
Linearfaktordarstellung des Polynoms aus?
v 3, =5+ V24 = 54+ 2v6. Nunist 5—2v6 = 0.101.. > 0, so dass man 4 reelle Losungen findet.
x12 = £v/5 + 2v6 und x34 = £/5 — 2V/6.
Gilt die behauptete Vereinfachung der Doppelwurzeln? Dazu rechnen wir wie folgt:

V5 %26 \/" +12 behauptet (1)
(\/512f) = (V3+2)° (2)

5+2v6=24+2v2-3+3 Stimmt!  (3)

Wir sind hier argumentativ von (1) nach (3) gelangt. Benotigt wird jedoch der Riickweg. Aus der wahren
Ausage (3) soll (1) folgen. Von (3) nach (2) kommen wir durch reine Termumformung. Von (2) nach (1) ist
ein Gleichungsumformung durch Wurzelziehen. Das gibt nur £4/5 + 2\/_ = \/5 + \/§ ( + oder -.) Da aber
beide Seiten positiv sind, ist die negative Wurzel unbrauchbar und die behauptete Gleichung ist korrekt.

Zum Vorgehen: Man rechnet von oben nach unten, um eine Verbindung zwischen der behaupteten
Beziehung und einer giiltigen Gleichung zu bekommen. Der Beweis verlangt die umgekehrte Richtung. Man
geht dazu die Schritte riickwéirts durch. Somit hat man folgende erstaunliche Linearfaktordarstellung

x4-10x%4+1=(x-v2-v/3) (x-V2+V3) (x+V2-V3) (x+V2+/3)

13.9
Zum Aufwirmen

0 Bringen Sie das Polynom x? — 4x + 3 in die Linearfaktorform.
2? —4dr+3 = ..
O Losen Sie die folgende Bestimmungsgleichung fiir x: (Losungsweg?)
2? + 7 +9=3(x+3)

[0 Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion

- 1
Z 1+24.4+i+.(n—=1)+n= 5n(n—|—1) wobei n=1,2,3,...

Kap. 1.6

1.6.1 Beschreibung von Figuren der Koordinatenebene mit Hilfe von Gleichungen (Bestimmungsgleichun-
gen fiir die Koordinaten der Punkte der Figur)



Begriffssysteme! Siehe Kap. 1.1.3! In naturw. Texten sollte man zu unterscheidende Dinge
nicht mit derselben Bezeichnung versehen. Es ist zu lernen, wie man sie mit sprachlichen Mitteln
differenziert. nicht

(1.1.24) Das | Begriffssystem "Gerade in einer (festen) Ebene" ‘ wird in Kap. 1.6 besprochen. Die einlei-

tenden Erlduterungen zeigen: Das Teilkapitel befasst sich einerseits mit einem sachlich wichtigen Beispiel,
das andererseits Beispiel fiir die Methode quantitativer Beschreibung von Figuren ist. D.h. das Beispiel ist
sehr verallgemeinerungsfihig.

Mit typischer Bezeichnungswahl.

e Die Gerade g (der Ebene E). g ist die Menge (Gesamtheit) all ihrer Punkte. =~ Umgekehrt: Ist eine
Punktmenge mit besonderen Eigenschaften!

e Eine Strecke (auf der Geraden). Endpunkte der Strecke. Eine Strecke s ist Teilmenge der Geraden g
sC g. Dagegen ist ein Punkt Element der Geraden. Pe g.

e Ein Punkt P der Ebene liegt auf der Geraden g . Also Pe g

e Ein Punkt P liegt zwischen zwei Punkten Q und R der Geraden

e Die Richtung der Geraden g

e Koordinatendarstellung der Punkte der Geraden (in der Koordinatenebene).

o Geradengleichung=Bestimmungsgleichung fiir die Koordinaten der Punkte der Geraden

e Unterschiedliche Formen von Geradengleichungen

Bestimmung von Figuren durch Bestimmungsgleichungen ‘ fiir die Koordinaten der Punkte
Beispiele:

e Geraden (y-y1) =m(xz —x;) Fiir Gerade durch (x1,y;) mit Steigung m
e Parabeln y-b= A(z — a)?

e Kreise, Ellipsen, Ovale (%)2 + (%)2 =1 oder (f)Q + (%)2 =1

Verschiedene Formen der Geradengleichung (allgemein, normal, Achsenabschnittsform ...)

(1.6.15-16) besprochen

Die Bilder zu (l%) + (%) =1 fiir n=2,3,4 und n:%.



Besipiele von Aufgaben zum Geradenthemal

B Die Gerade g sei durch die Geradengleichung y=3x-7 gegeben und der Punkt P habe die Koordinaten
(zp,yp) = (3,-5).

a) Bestimmen Sie die relative Lage von P zu g.

b) Fertigen Sie eine Skizze der Konfiguration.

c) Welche Achsenabschnitte hat g7 Wie lautet die Achsenabschnittsform?

d) Welche Punkte von g haben eine negative y-Koordinate.

e) Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden, die senkrecht zu g durch P geht. Wo schneidet diese
zweite Gerade g7

f) Geben Sie alle Geraden der Ebene an, die durch P gehen.

VA
[J Sei « ein freier Parameter. Was fiir Geraden werden dann durch die Gleichung
cosa - (y+5) =sina- (z—3) beschrieben?

B y=3x+7 und y=-2x+1 Bestimmen Sie den Schnittpunkt. Bestimmen Sie fiir beide Geraden die
Punkt-Richtungsform der Geradengleichung, wobei der Punkt der bestimmte Schnittpunkt ist.

W Losen Sie ganz allgemein fiir zwei Geraden, welche durch die Gleichungen y = mx+b, y = nx+c gegeben
sind, die Schnittaufgabe. Formulieren Sie, welche Rollen die Buchstaben bei dieser Aufgabe haben. Verfolgen
Sie nunmehr auch genau, wie die geometrisch méglichen Situationen den benétigten Fallunterscheidungen
fiir die dueren Parameter entsprechen.

B Fiir welche Geraden der Koordinatenebene ist der Abstand der beiden Achsenabstinde gleich 97

B Was fiir eine Steigung muss eine Gerade durch (-2,4) haben, damit sie durch (3,6) geht?




Definition: Sei a>1 und x>0. Dann ist log,(y) Bezeichnung fiir die eindeutige Losung der Gleichung
a” =y wobei y duBerer Parameter und x Unbestimmte! Oder al%«(¥) = . Speziell folgt aus a! = a sofort
log,(a) = 1.

Rechenregeln

log, (yz) = log, (y) +10g,(2) | log.(z™) = Klog,(x)
log, (%) = log,(y) — log,(2)

Umrechnung: Logarithmiere (log,) die Gleichung al®%a(¥) = pl°8:(¥) Das gibt nach den Regeln: log, (y) -

1 = log;(y) - logy(a).
Wichtige a-Werte sind a=2, a=e und a=10. Wir schreiben (bezeichnen) meist In(y) =loge(y) und

log(y)=log1o(y)-

(2.4.19) Erste grofiere Anwendung des Brechungsgesetzes: Das ?? und seine 77 :

Das Bild zeigt die Erkldrung des Regenbogenphénomens. Fiir uns ist der untere Bogen relevant.
Verfolgen Sie den Strahlengang. Das Lichtbiindel (am Auge) entsteht iiber die gemeinsame
Wirkung vieler Regentropfen.

Der REGENBOGEN IN DER CARTESTANISCHEN PrYSIK

Wir machen eine Computersimulation des Strahlenganges (in einem einzigen Tropfen): Von links fallt
ein Biindel paralleler Strahlen ein und trifft auf einen kugelfsrmigen Regentropfen. Im Schnitt mit der
Ebene ergibt das einen Kreis. Die Lichtstrahlen werden gebrochen, an der Riickwand (zumindest teilweise)
reflektiert und dann erneut gebrochen. Das Ergebnis ist ein nicht mehr paralleles Biindel. Dabei entsteht
die untere Grenze des ausfallenden Biindels nicht durch die allerobersten Lichtstrahlen des Einfallsbiindels.
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Vielmehr liegt ein Minimum des Ausfallswinkels etwas darunter vor. Links haben wir rotes Licht, rechts
blaues Licht einfallen lassen. Der Brechungsindex ist fiir beide etwas unterschiedlich.

Im nichsten Bild iiberlagern wir beide Einfallsbiindel, um zu sehen, was der unterschiedliche Brfechungsin-
dex bewirkt:

Tatséchlich hat das Minimum des
Ausfallswinkels im roten Fall einen

etwas grofleren Wert al im blauen.

Und das liegt nicht an unserer Wahl

der gezeichneten Einfallstrahlen.

Aber wir ausfallende Strahlen mit

einer Vielzahl iiberlappender
Winkelwerte. Wieso sollte man gerade
die zum Minimum gehérigen sehen?

Dazu machen wir ein weiteres Computerexperiment. Wir wihlen die Hohe des einfallenden Strahles
gleichverteilt aus und tragen die Lage des ausfallenden Strahles dann histogrammartig am zugehorigen Aus-
fallswinkel an. D.h. doppelte Hohe im Histogramm - doppelte Anzahl der mit diesem Winkel austretenden
Strahlen
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Und jetzt sehen wir: Zum Minimum gehoren viel mehr Lichtstrahlen als zu den iibrigen Winkeln. D.h.
dort ist die Intensitéit des Lichts deutlich hther. Und das Minimum fiir das rote Licht hat einen grofleren
Ausfallswinkel als das fiir das blaue, erscheint daher dem beobachtenden Auge steiler. Und so entsteht durch
das Zusammenwirken vieler Tropfen die Farbtrennung im Bogen.
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