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Kap.1.1: Allgemeine Einstiegshilfen

1.1.1: Fragen, beobachten und beschreiben

Fragen ist ein wichtiger Teil des Verstehens- und Lernprozesses. Hdufig wird viel zu wenig
gefragt und hinterfragt. Und es gibt unterschiedliche Arten von Fragen. Einmal solche, die lokal
innerhalb eines Lernprozesses ablaufen, die nur einen "gerissenen Faden" neu kniipfen. Und auf
der anderen Seite solche, die die Richtung des gesamten Denkens leiten und strukturieren. Beide
sind wichtig. Wir wollen hier in diesem einleitenden Abschnitt auf den zweiten Typ eingehen,
da sich imer wieder zeigt, dass ohne auf solchen Fragen aufbauendes Problembewufltsein nur ein
unzuldnglicher Lernerfolg entsteht.

Eine tiefergehende meist zundchst mehr intuitiv gefiihlte Frage verlangt weitere Arbeit. Man
muss sie mit zugehorigen Beobachtungen und Beispielen verbinden und prazisieren. Dabei
stellt sich in der Regel die Notwendigkeit heraus, verwendete Begriffe zu prdzisieren und in einem
mathematischen Begriffsystem zu definieren.

(1.1.1) In vielen Situationen stellt sich die Frage: ‘ "Wie geht es weiter?" | Mathematik und Physik liefern
hierzu eine Vielzahl von Antworten und Resultaten. Allerdings ist die Frage, so wie sie eben gestellt wurde,
noch zu ungenau, erfasst zu viele unterschiedliche Félle. Wir spezialisieren Sie jetzt in einer Richtung, die sich
in der Mathematik als besonders tragfihig erweist. Allerdings ist ihre Behandlung auch recht anspruchsvoll:

Kann man bei einer (endlichen oder unendlichen) Folge von Schritten (bestimmter Art) den
Wert des nichsten bzw. letzten Schrittes vorhersagen? Legen alle Schritte zusammen noch einen
weiteren Wert fest? Etwa in Féllen, in denen es keinen "letzten Schritt" gibt.

(1.1.2) Wie wird man vorgehen, um diese Frage genauer zu verstehen und dann zu behandeln? Bei
Inspektion der Frage stellt sich eine Anschlussfrage: Was ist wohl mit "Schritt" gemeint? Dazu gehort
"Wert des Schrittes?". Man wird daher an so etwa wie einen Rechenschritt denken, bei dem jeweils ein
bestimmter Wert berechnet werden kann. Und "Vorhersage" bedeutet, dass man u.U. nur die einzelnen
Werte kennt, nicht aber die Vorschrift, die den gesuchten Wert liefert.

(1.1.3) Konnen Sie jetzt Beispiele aus dem Zahlbereich angeben, auf die die Fragestellung passt? Beispiele,
die einem Information dariiber liefern, was die allgemeine Frage genauer beinhaltet?

e Betrachten wir etwa die Zahlfolge 1,3,5,7,... Sofern "das so weitergeht" wire der Wert des nich-
sten Schrittes 9. Man kann hier leicht eine rekursive Formel fiir die Wertebestimmung angeben:
. Oder eine explizite a,, = 2n+1. Beachten Sie: n bezeichnet oder indiziert die einzelnen
Schritte und a,, bezeichnet den Wert des n-ten Schrittes. Speziell ist a; = 1. Das benétigt man im Fall
der rekursiven Formel zusétzlich.

e Jetzt geben wir eine andere Zahlfolge gleich iiber eine explizite Formel: |b,, = % . Haben wir diese

Formel, dann kénnen wir den Wert fiir jeden Schritt bestimmen. Aber die Frage in (1.1.1) hatte ja
noch einen zweiten Teil: Und in diesem Beispiel legen alle Schritte zusammen den Grenzwert O fest.
Er kommt irgendwie "nach allen Schritten". Etwas anschaulicher: Stelle alle Zahlen als Dezimalbriiche
dar. Dann ist ab n=100 die erste Nachkommastelle Null, ab 10° sind es die ersten 5 usw. Alle
Nachkommastellen werden irgendwann Null. Das gibt die Vorhersage des Grenzwertes! Genauer:
Verlange, dass K Nachkommastellen von b, von einer Stelle N (n>N) ab Null sind. Das ist offensichtlich
der Fall fiir N=10K+1,

e|lc, =142+ ....40i+...+n= Z?Zli Das gibt die rekursive Formel c,, = ¢,_1 +n . Mit etwas

mathematischer Arbeit 148t sich auch eine explizite (vereinfachende) Formel fiir ¢,, finden, was wir aber
nicht tun. Gibt es einen Grenzwert? Offenbar "+00”, d.h. der Wert wiichst iiber alle Grenzen.




o |d,=1-24+3-4+5-6+...+(-1)"ti+..+(=1)""n=>3"" (-1)%.| Der Beginn einer zuge-
horigen Wertetabelle gibt eine Vermutung fiir eine explizite vereinfachende Formel

1 2 3 4 5 6 7
1 -1 2 -2 3 -3 4

Das gibt die Vermutung: ds,+1 = n und dz, = —n. Ein strenger Beweis ist leicht moéglich. Also: Der
Wert ist fiir alle Schritte angebbar, insbesondere auch der jeweils folgende. Aber hier ein bestimmter
Grenzwert nach allen Schritten wird nicht festgelegt..

(1.1.4) Damit hat man Beispiele dafiir, was mit der Frage selbst gemeint ist und wie unter-
schiedlich die zugehdrigen Antworten aussehen. Man erhilt die Information im Wesentlichen durch
genaues Hinsehen, durch Beobachten.

(1.1.5) Jetzt sollten Sie verstanden haben, wieso in (1.1.1) die Frage nach dem "weiteren Wert bei
fehlendem letzten Schritt" gestellt wurde. Versuchen Sie dazu eine andere Konkretisierung zu finden, die
von der Aussage ausgeht: "Es gibt keine kleinste positive reelle Zahl".

(1.1.6) Aber die Antwort auf unsere Frage ist keineswegs immer so leicht zu finden. Das zeigen die
niichsten Beispiele, die bereits andeuten, wieso der ganze mathematische Apparat erforderlich ist.

es,=1+3+34+. . 4+1=37 1 undt,=1-3+3—1+. . +(-D)"TL=3" (-1)2

n 7
U =1+i+3+..+ 5= 1%
Wieder versuchen wir es mit dem Beginn der zugehorigen Wertetabellen und deren Inspektion:

12 3 4 5 6 7
1 3 1 25 137 49 363
2 6 12 140

60 20
1.0 1.5 1.8333 2.0833 2.2833 2.45 2.5929

1 2 3 4 5 6 7
1 1 5 i 47 37 319
2 6 12 60 60 420

1.0 0.5 0.83333 0.58333 0.78333 0.61667 0.75952

1 3 4 5 6 7

1 5 49 205 5269 5369 266 681
1 36 144 3600 3600 176 400

1.0 1.25 1.3611 1.4236 1.4636 1.4914 1.5118

[S10 N}

Hier wird ein Teil der Antwort sehr schwer. Eine rekursive Formel ist jeweils leicht
anzugeben, so dass man die Frage nach dem nichsten Wert beantworten kann. Die Auswer-
tung der expliziten Formel wird fiir gréflere n allerdings bereits sehr miihsam. Aber wie steht
es mit der Frage nach dem Grenzwert? Dem "nach allen von der Formel erfassten Schritten
kommendem Wert?" Hier hilft uns die reine Inspektion nicht weiter.

(1.1.7) Stattdessen kénnen wir einerseits unsere Rechen-, Wahrnehmungs- und Darstellungsfihigkeit mit
Hilfe des Computers deutlich verbessern. Andererseits kénnen wir das Problem gedanklich mathematisch
analysieren und tatséchlich 16sen.

(1.1.8) Wir wollen auf die weitere Behandlung der Beispiele hier nicht weiter eingehen. vielmehr sollte
gezeigt werden, was fiir eine Arbeit zu leisten ist, um eine zunéchst einfache Frage wie "Wie geht es weiter?"
im Rahmen von Beispielen und genauerer Hinterfragung zu prizisieren. Am Ende sollte die Frage dann
eine Form haben, die mathematisch-naturwissenschaftlicher Arbeit zugéinglich ist. Im folgenden Teilkapitel
werden wir darin einen Schritt weiter gehen und auch auf die Beispiele zuriickkommen.

Diese einleitenden Betrachtungen haben wir vornehmlich eingefiigt, weil wir von Studenten immer
wieder zu horen bekamen: "Ich habe tberhaupt nichts verstanden”. Fragte man dann genauer
nach, so zeigte sich, dass fast alles verstanden war - sagen wir 95% - und der Rest wurde vielfach
klar, sobald die Frage einmal verniinftig formuliert war. Das erforderte zwar Anstrengung, aber
fast jeder konnte soche Leistungen erbringen und am Ende stand das fehlende Verstindnis. Nur
war man es nicht gewohnt, solche Unklarheiten zu hinterfragen und genauer zu formulieren.



(1.1.9) Ergéinzung: Die Einstiegsfrage "Wie geht es weiter?" hat insbesondere auch fiir die Physik eine
wichtige, etwas andere Prézisierung. Es zeigt sich, dass sie dort unmittelbar zu den Differentialgleichungen
fiihrt und dass die allgemeine GesetzmifBigkeiten der Natur meist diese Form von Differentialgleichungen
haben.

1.1.2: Allgemeine Regel und Anwendungsbeispiele

Meist ist es so, dass man mit einer allgemeinen Regel, einer physikalischen Gesetzmdfligkeit oder einem
mathematischen Resultat eine Vielzahl von Anwendungsbeispielen erfasst. Und wenn man vor einem
konkreten Problem steht, dann enthdlt es meist Neuartiges, wird aber tblicherweise durch sinnvolle Anwen-
dung allgemeiner Resultate geldst.

Beispiele, die in einem Lernprozess eingefiigt sind, haben typischerweise die Funktion,
zugehorige allgemeine Resultate zu verdeutlichen, sie dienen dazu, das abstraktere algemeinere Re-
sultat zu verstehen und dauerhaft zu erfassen. Umgekehrt ist es fast nie. Im giinstigen Fall ist das Beispiel
selbst zusdtzlich wichtig.

Das bedeutet fiir den Lernvorgang, dass man sich bewuf3it um das Verstdndnis des
Allgemeinen bemiihen muss. D.h. am Ende eines Beispieles sollte man sich fragen:
Was ist spezifisch fiir das Beispiel und welche allgemeinen Resultate verdeutlicht es,
was versteht man jetzt besser? Es geniigt nicht, sich auf das Beispiel zu konzentri-
eren.

Oder auch: Zu iiben ist sowohl der Weg vom Abstrakten zum Konkreten wie der
vom konkreten Beispiel zum abstrakten Gesetz.

(1.1.10) So dienten die Beispiele in (1.1.6) iiber Reihen dazu, die allgemeine Problematik unendlicher
Summen zu verdeutlichen. Sie sollten das Bewuftsein schirfen fiir Fragen der folgenden Art:

Was kann bei unendlichen Summen alles geschehen? Wie sollte man die Fragen zum Ver-
halten unendlicher Summen genauer formulieren? Wie werden korrekte und niitzliche Antworten
aussehen?

(1.1.11 ) Unsere Beispiele haben gezeigt: Unendliche Summen kénnen einen Grenzwert haben, miissen es
aber nicht. Fiir endliche Summen gibt es einen letzten Sumanden und damit einen letzten Wert. Und daraus
folgt wieder die Frage: Welche Rechenregeln fiir endliche Summen gelten auch fiir unendliche?
Bzw. unter welchen Umstéinden gelten sie?

(1.1.12) Kehren wir zu unseren Beispielen in (1.1.6) mit der Frage nach dem Grenzwert zuriick. Hier
sollte man weniger im Sinne der angesprochenen Polaritit Beispiel - Regel nicht nach den drei konkreten
Grenzwerten fragen, sondern nach zugehorigen allgemeinen Regeln suchen:

Wie sollen oder kénnen allgemeine Regeln aussehen, die die Grenzwertfrage fiir einzelne Fille
oder allgemein beantworten? Genauer: Welche Form sollten Regeln haben, die die gestellten
Beispielfragen und unzihlige weitere analoge - aber noch nicht gestellte - beantworten.

(1.1.13) Uber diesen Fragenkomplex kann und sollte man durchaus linger nachdenken und zuniichst
selbst Antwortversuche diskutieren. Insbesondere dann, wenn man den daraus entstehenden Formalismus
noch nicht kennt.

(1.1.14) Als Ergebnis werden weitere Prizisierungsfragen herauskommen und eine bestimmte Form der
Aussagen und die Forderung nach deren mathematischem Beweis. Zunichst die Prizisierungsfragen:

Was ist eine Zahlfolge genauer und wann ist eine Zahl Grenzwert dieser Folge? Damit
die Regel ganz allgemein anwendbar ist, muss das eindeutig geklirt sein.

(1.1.14) Nun koénnen wir zur Form der allgemeinen Regeln iibergehen. Solche kénnen (und sollten) wie
folgt aussehen. Ideal wire der folgende Sachverhalt:

e Sei (a,) eine Zahlfolge. Diese erfiille die folgende Bedingung . Dann hat die Zahlfolge einen
Grenzwert.



e Sei (a,) eine Zahlfolge. Diese habe einen Grenzwert. Dann ist die Bedingung erfiillt.

Man sagt kurz: "(a,) hat genau dann einen Grenzwert, wenn erfiillt ist". Eine solche Bedingung
gibt es, nur ist sie relativ schwer zu handhaben, hilft einem im Falle konkreter Beispiele wenig. Mit ihrer
Hilfe leitet man dann jedoch weitere, besser handhabbare Regeln her, die meist so aussehen:

e Sei (a,) eine Zahlfolge. Wenn diese die folgende Bedingung erfiillt 7 dann hat die Zahlfolge einen
Grenzwert.

e Sei (a,) eine Zahlfolge, die eine Grenzwert besitzt. Dann 148t sich dessen Wert mit der Methode

bestimmen (sofern diese anwendbar ist).

D.h. man trennt die Frage nach der Existenz des Grenzwertes von dessen Wertbestimmung ab. All
dies erscheint einem verniinftig, sabald man es mit zugehorigen konkreten und verdeutlichenden Beispielen
verkniipft.

(1.1.15) Das eigentliche Problem ist natiirlich die inhaltliche Ausfiillung von und m und [mmm .

Solche miissen gefunden und bewiesen werden. (Was viel Arbeit erfordert!) .

Und natiirlich kann man auch Negativresultate finden. Etwa:

Sei (an) eine Zahlfolge. Wenn diese die folgende Bedingung erfiillt [zzz], dann hat die Zahlfolge keinen
Grenzwert.

(1.1.16) In unseren problematischen Beispielen hatten die Zahlfolgen immer eine besondere Form. Sie
entstanden als Summen einer anderen Zahlfolge. Da sich dieser Fall ("unendliche Reihe") als besonders
wichtig erweist, wird man Aussagen der folgenden Form suchen:

e Sei (a,) eine Zahlfolge.fiir n€ N sei s, = >.;'_, a,. Wenn die Folge (a,,) die folgende Eigenschaft
besitzt, dann hat (s,) einen Grenzwert.

Wir geben jetzt ein Beispiel eines giiltigen (also beweisbaren ) Resultates dieser Art:

Es sei (a,) eine Zahlfolge, die folgende Bedingungen erfiillt:
a, > 0 fiir alle n
apt1 < ay fir alle n
(an) hat den Grenzwert 0.
Dann hat (s,,) mit s, = >.(=1)""ta; einen Grenzwert.

(1.1.17) Diese Regel 14t sich auf eines unserer Beispiele oben anwenden. Némlich? Eine Kleinigkeit ist
dabei noch zu beachten, die man aber leicht klért.

(1.1.18) Man sollte daher versuchen, sich in ein mathematisches Gebiet (wie das hier angesprochene) so
einzuarbeiten, das man Fragen der folgenden Art bewuft beantworten kann:

e Wie sieht die allgemeine Problemstellung aus? Wie wird diese durch zugehorige durchgesprochene
Beispiele prézisiert?

e Wie sollten zufriedenstellende Antworten aussehen?
e Was wird tatséichlich geleistet? Und was bleibt offen?
e Wie werden die Resultate bewiesen

e Und wie wendet man sie an?

(1.1.19) Das bisherige Beispiel mit zum Grenzwertproblem ist sehr komplex und anspruchsvoll. Die
angesprochene Technik. sich den allgemeinen Sachverhalt iiber Beispiele zugéinglich zu machen, ist aber
durchaus auch bei viel einfacheren Fragen niitzlich und sinnvoll. Hierzu ein anderes Beispiel:

Die folgende allgemeine Formel soll verstanden (und dann bewiesen) werden:

1’;’:;1',"'.'.('2(’23;)1) = 22(,,253!1)2 fir p=1,2,3,... und mit n!=1-2-.... - n..




Dazu schreiben wir sie fiir ein Beispiel mit kleinem p -sagen wir p=3 - aus:
1-3-5 1-2-3-4-5-6
2-4-6 26(1-2-3)°

und rechnen sofort wie folgt:

1-3-51)1-2-3-4-5-6 (» 6 (1) Mit fehlenden Faktoren erweitern
2.4-6 (2-4-6)2 T 963| (2) Aus jedem Nennerfaktor eine 2 ausklammern

Und diese Termumformung ist offensichtlich analog fiir jedes p ausfithrbar. Damit ist die Formel ver-
standen.

(1.1.20) In jedem der Teilkapitel 1.2-6 tritt die Problematik Regel-Beispiel auf. Einerseits ist das gewéihlte
Beispiel selbst fiir die mathematische Arbeit im Studium sehr wichtig. Andererseits bildet jedes dieser
Teilkapitel ein illustrierendes vorbereitendes Beispiel fiir einen wichtigen allgemeinen Sachverhalt und das
wird auch angesprochen.

Und in allen darauf folgenden Kapiteln sollten Sie sich einerseits bemiihen, die hinter dem jeweiligen
Thema stehenden allgemeinen Fragen zu erfassen und andererseits sich die resultierenden allgemeinen Re-
sultate zu merken.

1.1.3: Begriffssysteme und Definitionen

Damit Anwendungen allgemeiner Regeln maglich und die entstehenden Resultate mit Sicherheit
korrekt sind, miissen die (in den Regeln) benutzten Begriffe und deren Zusammenspiel eindeutig
festgelegt sein. Daher entstehen in den wissenschaftlichen Tdtigkeitsbereichen jeweils spezifis-
che Begriffssysteme, die dann gleichsam das Schmierdl fiir konkrete Problemarbeit bilden. Das
ergibt einen neuen Fragekomplex fir die Lernprozesse: Welche spezifischen Begriffe werden
bendtigt, was ist zu unterscheiden und wie wird die jeweils festgelegt?

(1.1.21) In unserem Beispielbereich sind wir bereits auf die Begriffe "Zahlfolge" und "Grenzwert einer
Zahlfolge" gestoflen. Beides ist festzulegen. Spiter zeigt sich dann, dass diese Festlegung wieder ein
konkretisierendes Beispiel fiir einen viel allgemeineren Grenzwertbegriff bildet.

[0 Versuchen Sie sich selbst an der Festlegung! Beachten Sie, dass bereits hier ein System vorliegt. Der
zugehorige Grenzwert kommt nicht ohne den Zahlfolgenbegriff aus und dieser nicht ohne den Zahlbegriff.
Und welche Form muss die Grenzwertdefinition haben? Das zumindest sollten Sie vorab angeben kénnen
und dies auch tun.

(1.2.22) Eine solche begriffliche Priizision bereitet zunéichst vielfach Miihe, die sich aber erfahrungsgemfl
lohnt. Auch wird gefragt, wieso das notig sei, wo doch eigentlich immer klar sei, was gemeint wire. Dazu
einige Erlduterungen:

Im alltéglichen Leben ist es durchaus iiblich, unterschiedliche Dinge mit derselben Bezeichnung zu
versehen. Man erwartet, dass aus der jeweiligen Situation heraus klar ist, was genauer gemeint
ist. Diese fiir einfache und vertraute Situationen durchaus niitzliche Sitte wird teilweise im
schulischen Bereich iibernommen und behindert dann das Verstehen und Erlernen komplexerer
Sachverhalte und mathematischer Arbeit u.U. sehr. "Die Seite a des Dreiecks" - was ist damit
gemeint? Die zugehorige geometrische Figur in Form einer Strecke? Aber es heifit dann auch:
"Das Dreieck mit der Seite a=3cm". Hier ist jetzt die Linge der Dreiecksseite gemeint. Math-
ematisch bietet sich eine selbsterklirende Bezeichnung wie ¢(a) an. "Konstruiere die Seite a".
Dann geht es nicht um die Linge, sondern um die relative Lage der Seite im Dreieck ). Im Bere-
ich der Physik ist vielfach die Lage (der Ort) der Dreiecksseite gemeint, die man beispielsweise
durch den Ort der beiden Endpunkte festlegen kann. Der Ort der Endpunkte und auch der der
dazwischen liegenden Seitenpunkte wird mit Hilfe der Vektorrechnung formalisert, die dann auch
selbsterklirende Symbole wie 7, () mitliefert 2). In einer anderen Situation wieder kommt es
nicht auf die gesamte Lage der Strecke an, sondern nur darauf, ob sie durch Parallelverschiebung
in eine zweite gegebene Strecke b iiberfithrt werden kann. Man betrachtet dazu die "Klasse"
aller zu b paralleler Strecken gleicher Lénge. Und hierfiir liefert die naive Mengensprache eine
selbsterklirende Bezeichnung 3):



K, = {a] a ist zu b parallele Strecke mit ¢(a) = ¢(b)}

Wir sehen: Zu dem umgangssprachlichen Begriff "die Seite a" gehort eine Reihe begrifflicher
Prizisierungen, die alle in gewissen Beziehungen zueinander stehen, ein Begriffssystem bilden.

(1.2.23) Zu den "Zahlfolgen", aus deren Bereich unsere bisherigen Beispiele meist stammen, gehort auch
ein umfangreiches Begriffssystem, das im iibrigen weitgehend selbsterklidrend ist. Einige Beispiele, deren
Bedeutung man verstehen sollte, sobald man den Folgenbegriff selbst vertanden haT.

n-tes Folgenglied, Teilfolge, endlicher Abschnitt der Folge, Anfangsglieder der Folge..
Grenzwert der Folge, Grenzwert einer Teilfolge,Nullfolge,....

Und einige unterscheidende Eigenschaften von Folgen: monoton, positiv, alternierend, konver-
gent, ....

Das zugehorige Begriffssystem erweist sich iibrigens als Ein Spezialfall des allgemeinen zu Abbildungen
und Funktionen gehorigen Begriffsystems, das wir in Kap.7 des Kurses behandeln.

(1.2.24) Das Begriffssystem "Gerade in einer (festen) Ebene" wird in Kap. 1.6 besprochen. Die einlei-
tenden Erlduterungen zeigen: Das Teilkapitel befasst sich einerseits mit einem sachlich wichtigen Beispiel,
das andererseits Beispiel fiir die Methode quantitativer Beschreibung von Figuren ist. D.h. das Beispiel ist
sehr verallgemeinerungsfihig.

Mit typischer Bezeichnungswahl.

Die Gerade g (der Ebene E). g ist die Menge (Gesamtheit) all ihrer Punkte.

Eine Strecke (auf der Geraden)

Ein Punkt P der Ebene liegt auf der Geraden g

Ein Punkt P liegt zwischen zwei Punkten Q und R der Geraden

Die Richtung der Geraden g

Koordinatendarstellung der Punkte der Geraden.
Geradengleichung=Bestimmungsgleichung fiir die Koordinaten der Punkte der Geraden

Unterschiedliche Formen von Geradengleichungen

(1.2.25) Ein wichtiges Begriffssystem gehort zu den Vektoren. Seine Einfiihrung ist ein wichtiger Teil
des Kurses. Es sollte als Resultat der Kapitel 2 und 3 verfiighar sein. In Kap.5 geht es dann um das zu
Bestimmungsgleichungen gehorige Begriffssystem. Und -wie bereits gesagt - in Kap. 7 und 8 um das zu
Funktionen gehérige.

1.1.4: Verstehen, folgern und formulieren

Vermutet man ein bestimmites Resultat, dann kann man versuchen, es aus gesicherten allge-
meinen Reultaten herzuleiten, es formal zu beweisen.  Aber man kann auch darangehen, zu
verstehen, wieso dieses Resultat folgt. Welche Vorbedingungen dafiir besonders wichtig sind.
Da diese Probleme sehr bald ausgesprochen komplex werden, bendtigt man eine Vielzahl tech-
nischer Fdhigkeiten, die zum Teil recht anspruchsvoll sind und erlernt werden miissen. Und
am Ende kommt es darauf an, das Resultat samt seiner Herleitung so zu formulieren, dass an-
dere es (maglichst leicht) verstehen und nachvollziehen kénnen. Und zwar iber den Text selbst,
kontextfrei - ohne nachfragen zu miissen.

Zu diesem Bereich gehen wir auf einige Beweismethoden ein und diskutieren speziell die Her-
leitung, den rechnerischen Beweis neuer Formeln. Viele der dabei auftretenden Schritte werden
in Kap. 1.2-4 genauer behandelt.



(1.2.26) Wir beginnen mit der Definition der zweier Mittelwerte, die zu einem allgemeine fiir die Statistik
wichtigem Begriffsystem gehoren.
Sei n natiirliche Zahl >0 und ay, aq, ..., a, seien n nicht negative reelle Zahlen.

Dann ist M4(a1,..,a,) = L(a1 + ... + a,) das arithmetische Mittel der Zahlen und
M¢g(aq,..,an) = #/ay - ... - a, das geometrische Mittel der n Zahlen.

Zunichst sind das zwei positive Zahlen, die beide irgendwie "in der Mitte des vorgegebenen
Zahlenschwarmes" liegen. Jetzt eine Frage: Besteht zwischen diesen beiden Zahlen eine weit-
ergehende, iiber diese Mitteneigenschaft hinausgehende Beziehung? Das ist zunéchst keineswegs
naheliegend. Genauer: Falls man einen der beiden Mittelwerte kennt, kann man dann etwas
iiber den WErt des anderen aussagen? Ihn vielleicht sogar (ohne die Einzeldaten zu kennen)
bestimmen?

(1.2.27) Tatséchlich besteht eine solche Beziehung in Form einer Ungleichung. Es gilt ndmlich immer

|Mg(al,..@n)gMA(ah..,an) AGM-Ungleichung

(1.2.28) Jetzt - bei der Konfrontation mit einem solchen allgemeinen Resultat - wird etwas eigen-
stidndige Arbeit erwartet. Sie sollten zumindest ein Beispiel kurz rechnen. Sagen wir n=3 und a; = 1,
ag = 2 und ag = 3. Und Sie sollten die Formeln fiir n=1,2,3 aufschreiben, formulieren.

Fiir n=1,2,3 lautet die Ungleichung ausgeschrieben -wobei wir aus Griinden der Bequemlichkeit Bezeich-
nungen ohne Indices verwenden:

Varag.ay, < L(ay +az + ...ay)

— N

(1.2.29) Aber ist das wirklich immer korrekt? Fiir n=1 sicher. Fiir n>1 aber muss das bewiesen werden,
um letzte Zweifel auszuriumen! Wie geht man an einen solchen Beweis heran? Das Beispiel hier soll wieder
das Versténdnis des allgemeinen Vorgehens fordern.

(1.2.30) Fiir n=2 findet man zunichst leicht einen Beweis.

Beweise dieses Typs sehen wie folgt aus: Man startet mit einer giiltigen Gleichung, hier
Ungleichung. An dieser nimmt man sukzessive zulissige Termumformungen oder
zulidssige Gleichungsumformungen bzw. hier Ungleichungsumformungen vor. Steht
dann am Ende die gesuchte Gleichung oder Ungleichung da, ist selbige bewiesen!

Die Rechnung fiir n=2. Giiltiger Start: Ein Quadrat reeller Zahlen ist immer > 0.

(a—b)2=a?+b?>—2ab>0 Giiltig. Mit Termumformung der linken Seite
Gleichungsumformung, Addition
von 4ab auf beiden Seiten
(a+0b)? > 4ab Termumformung links
Gleichungsumformung: Positive
1
2(a+b) = Vab Quadratwurzel ziehen, da beide Mittelwerte > 0.

a? 4+ v% + 2ab > 4dabd

(1.1.31) Der Versuch, diesen Beweis analog fiir n=3 zu fiihren scheitert. Zu zeigen ist:

1 .
3 (a+b+¢) > +Vabe oder
(a+b+c)® > 27abe

Wegen



(a+b+c)?=a®+ b+ +3(a? + ... + bc) + 6abe

gibt das ausgeschrieben

a® + b® + A+3(a?bta’ct+ab’+ac’+b2ct+be?)> 21abe

Zwei markante Beitrige sind markiert, die man am Ende benétigt. Man konnte mit giiltigen Ungleichungen
der folgendenArt anfangen:

(a+b—1c)?c>0 a’c+b%c+ ¢ — 2abc — 2ac® — 2bc® > 0
(a—b+¢)*h>0
(—a+b+c)?a>01 ...

oder mit oder

(a+b—c)2(a+b+c)=a®+b*+c+3(a? + ab?) — a’*c — ac® — b*c — bc? — 2abe > 0.

Aber damit gelangt man offensichtlich nicht zur gewiinschten Form! Und das heifit: Man bendtigt eine
neue Idee.

(1.1.32) Nochmals: Die AGM-Ungleichung fiir n=3 soll bewiesen werden. Die neue Idee: Als giiltige
Startbedingung wollen wir die bereits bewiesene Ungleichung fiir n=2 verwenden und eine allgemeine Un-
gleichung, die Bernoullische Ungleichung. Diese lautet:

Seien x und « reelle Zahlen mit x>-1 und o > 1.
Dann gilt | (I+x)*>1+4+azx

Jetzt gehen wir wie folgt vor:

(1.1.33) Die Ungleichung gilt, wenn eine der drei Zahlen Null ist. Also sei a,b,c>0. Dann ist auch jedes
arithmetische Mittel >0.

Benenne die drei Zahlen so, dass a> b, ¢ gilt.

Setze B:%(b +¢) >0 | Wegen der Wahl von a ist a>B. Dann wissen wir bereits B2 > be.

Jetzt rechnen wir wie folgt:

a+b+ec 3 _ a+2B 3: B+a—B 3
3 3 3

Das ergibt insgesamt das gesuchte Resultat.

In (1) haben gezielt ausgeklammert, wie in Kap. 1.2.3 besprochen.

Bei (2) haben wir die Bernoullische Ungleichung benutzt. Wegen a>B ist gilt x=43 L > 0, so dass die
Ungleichung anwendbar ist. Und unter (3) haben wir die AGM-Ungleichung fiir n=2 verwendet.

(1.1.34) Folgende naheliegende Frage wollen wir hier nicht diskutieren: "Wie findet man einen derartigen
Beweis?". Was man degegen sieht, ist, dass ein allgemeines Resultat - hier die Bernoullische Ungleichung
benutzt und benotigt wird. Und Sie sollten in der Lage sein, die einzelnen Schritte des Beweises zu verstehen
und zu rechtfertigen.

(1.1.35) Kann man den Beweis auf hohere n-Werte ausdehnen? Das ist der Fall und das analoge Durchge-
hen der einzelnen Schritte bereitet keine Probleme, so dass man den Beweis mit vollstindiger Induktion
abschliefien kann. (Das wieder sollten Sie kénnen!)

(1.1.36) Schliefllich kann man sich den Gehalt der Ungleichung fiir n=3 auch noch mit Hilfe des Computers
veranschaulichen. Dazu formen wir die Ungleichung zunéchst etwas um. Wir nehmen den Fall a>0 und
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dividieren die gesamte Ungleichung durch a3. Das gibt:

3 1424
L .abe< L. (Llﬂrc) also 12 < Ito+a
a a a a

3
3
mg(l—*{;il) mitﬁz%undvzg

Wir haben daher auf den Wert von a normiert, diesen als Mafleinheit unserer Zahlen genommen. Dann
kann jeder zugehorige Datensatz (1,0, ) als Punkt in der Ebene mit Koordinaten (x,y) interpretiert werden.
Wir fithren weiter zwei Skalarfelder wie folgt ein:

sa(z,y)=14+z+y)>—27zy sgz,y) = mi:ﬁryLP

Sofern die AGM-Ungleichung in der normierten Form gilt, muss s4(x,y) > 0 im ersten "Koordinaten-
quadranten gelten und ebenso 0< sg(z,y) < 1. Das 148t sich leicht mit dem Computer graphisch testen.
Gezeichnet wird das Hohenprofil der beiden Felder. D.h. die Randlinien der Farbfelder bilden Kurven
konstanten Feldwertes. Natiirlich ist das kein Beweis, sondern eher eine vertrauensbilden Mafinahme.

<l

Das Feld s im ersten Quadranten mit
einem Minimum bei x=y=1.
s4(1,1) = 0 Felwerte bis s4 = 20.

Das Feld sg im ersten Quadranten mit
Werten zwischen 0 und 1.

Verstehen der Achsensymmetrie der beiden Bilder und weiterer Eigenschaften. DAhinter steckt jeweils
eine allgemeine Regel, die hier recht einfach anzugeben ist.
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Kap.1.2: Die Distributivgesetze

Meist besteht ein Unterschied zwischen Formeln, die die mathematische Grundlage eines bes-
timmten Bereiches bilden, und Formeln, die man zum praktischen Rechnen verwendet. Wir
illustrieren das am Beispiel der Distributivgesetze und der daraus folgenden Rechenmethoden.

(1.2.1) Als Distributivgesetze bezeichnet man zwei Rechenregeln, die im Bereich der Zahlen stets giiltig
sind und aus denen man rein logisch-mathematisch eine Reihe von ebenso giiltigen Folgerungen ziehen kann.
Wir unterscheiden zwischen den eigentlichen Grundregeln und den daraus folgenden, fiir die Anwendungen
besonders niitzlichen Rechengesetzen.

Die beiden Grundregeln lauten:

|Esgilt (a+b) - z=a-z+b-zunda-(x+y)=a-x+a-y fir alle reellen Zahlen a,b,x,y.

T Diese beiden Gesetze werden Distributivgesetze genannt. Im Bereich der reellen Zahlen folgt iibrigens jedes
dieser Gesetze mit Hilfe des Kommutativgesetzes aus dem anderen, so dass eigentlich nur eine Grundregel
vorliegt. Bei den Vektoren ist das nicht der Fall, dort benttigt man beide Gesetze.

(1.2.2) Zuniichst ist zu betonen, dass es keineswegs der Hauptzweck dieser Gesetze ist, darin Zahlwerte
einzusetzen. Bei vielen Anfingern ist folgende Vorstellung untergriindig vorhanden: Formeln sind dazu da,
Zahlen einzusetzen. Diese Vorstellung fiihrt zu einem Drang, moglichst rasch tatséchlich Zahlen einzusetzen.
Aber meist ist es weder besonders wichtig noch niitzlich, die Giiltigkeit von Beziehungen wie (2 4+ 3) -5 =
254 3 -5 werteméiig zu iiberpriifen und zu sichern. Das bringt wenig.

Welchen Sinn, welche Funktion haben die Distributivgesetze aber dann? Man kann fiir die in ihnen auftre-
tenden Buchstaben andere Rechenausdriicke (also andere Terme) einsetzen und das ergibt erneut eine
giiltige Gleichung! Also nicht konkrete Zahlen, was natiirlich auch zu richtigen, aber uninteressanten
Beziehungen fiihrt, sondern abstrakte andere Ausdriicke sollen eingesetzt werden.

(1.2.3) Setzen wir in der ersten Gleichung etwa fiir x den Term (c+d) ein und wenden auf die entstehende
rechte Seite das zweite Gesetz an, dann ergibt sich folgende neue und erneut giiltige Gleichung:

(a+b)-(c+d) = a-(c+d)+b-(c+4d)
= (a-c+a-d)+(b-c+b-d)
= a-ct+a-d+b-c+b-d

Hierbei haben wir auch das Assoziativgesetz der Addition herangezogen, das wie folgt lautet:
(T+y)+z=z+(y+2)

Denn nur als Konsequenz dieses Gesetzes diirfen wir im letzten Schritt die Klammern fortlassen. Das Ergebnis
ist eine neue giiltige Rechenregel, in die man bei Bedarf Zahlen einsetzen kann. Eine derartige Gleichung
zeigt an, dass und wie man ein und dasselbe Resultat auf zwei unterschiedliche Weisen erhalten
kann. Man darf daher stets die eine Berechnungsweise durch die andere ersetzen.

| Die Mathematik befafit sich damit, durch Beweisen aus Grundgesetzen moglichst viele und allgemeine giiltige
Konsequenzen herzuleiten. Wir wollen an dieser Stelle weniger die Technik dieses Beweisens vermitteln und
iiben, sondern fragen danach, welche dieser Folgerungen fiir den praktischen Rechengebrauch besonders
niitzlich und wichtig sind. Wir wollen also verstéindige Kenntnis der Gebrauchsregeln vermitteln und den
giinstigsten Umgang damit.

1.2.1 Die Gebrauchsregel Jeder mit Jedem

| Im Falle der Distributivgesetze findet man die folgende Gebrauchsform, die die in (1.2.3) hergeleitete
Formel weiter verallgemeinert, wobei erneut das Assoziativgesetz der Addition eingeht:
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(1.2.4) Es sei S eine Summe aus k Summanden, S = a3 +ag+.... +a; und T eine Summe aus n Summanden
alsoT =21 + 2o+ ... + x,,. Dann gilt fiir das Produkt S - T die folgende Beziehung;:

(a1 +ag + ... +ap) - (x1 +z2 + ..... +xp)=a1 21+ a1 To+ . + ATy,

Welche Beitriige stehen als Summanden auf der rechten Seite? Alle iiberhaupt moglichen Produktkombi-
nationen von a-s mit x-en der linken Seite. Als Gedichtnisstiitze: Jeder mit jedem. Also jeder Summand
des ersten Faktors mit jedem Summanden des zweiten, was insgesamt k - n Beitriige gibt, die man in einer
sinnvollen Reihenfolge auf der rechten Seite der Gleichung angeben sollte. (Begriindung: Kommutativgesetz
fiir 4, so dass jede Reihenfolge zulissig ist.)

(1.2.5) Entsprechend kann man jetzt Produkte aus drei Faktoren umformen. Zunichst bezeichnen wir den
Ausdruck der rechten Seite von (1.2.4) mit P. Weiter setzen wir zuséitzlich U = y1 +y2 + ....y,. Dann gilt fiir
das Dreierprodukt S-T-U = (S-T)-U = P - U. Hierfiir benutzen wir die Formel (1.2.4) und finden

S-T-U=aix1y1 + a121y2 + a1Z1Yp + ... + @xTpYp.

Die ausgelassenen angedeuteten Beitrige konnen erneut mit dem Schlagwort jeder mit jedem charakterisiert
werden, wobei jetzt jedes a mit jedem x und jedem y als Produkt zu verbinden ist. Insgesamt k& -n - p
Moglichkeiten.

[J Das folgende Produkt 1:8t sich nach der Regel Jeder mit Jedem berechnen:

[

(a+b+c)(utv+w)(z+y+2).

Beschreiben Sie verbal die entstehenden Summanden. Wieviel Summanden gibt es? Wieso ist es giinstig, zu
indizieren? Also folgenden Ausdruck zu betrachten:

(a1 + az + a3)(ur + ug + ug)(x1 + 2 + x3) ?

Diese Gebrauchsregel ist es, mit der man i.a. arbeitet, um weitere allgemeingiiltige Formeln und Umfor-
mungen zu erzeugen. Dabei werden dann noch je nach Bedarf zusiitzliche Grundregeln wie Assoziativgesetz
und Kommutativgesetz angewandst.

(1.2.6) Beispiel: Der Term (a + b+ ¢)? soll distributiv umgeformt werden. Nach unserer Zihlung gibt das
bereits 3% = 27 Summanden, von denen man aber zahlreiche unter Nutzung des Kommutativgesetzes (fiir
die Addition +) zusammenfassen kann. Wir bestimmen zunichst (a+b+c)? zu

S% = (a+b+c)? =a® + b+ + 2ab + 2ac + 2be.

Beachten Sie Anordnung und Struktur! ab nicht ba usw. Jetzt multiplizieren wir mit dem dritten Faktor.
Das gibt 3 Serien, deren Beitriige wir so untereinander schreiben, dass wir am Ende leicht Bilanz ziehen
konnen:

528 = d%a+b%a+ Pa+ 2aba + 2aca + 2bca
oot 2ab% + . +a?b+ + 2ach + b + ¢?b. + 2beb
T +2a + ... +d%e.. + 2abe+ ..+ 202 + BPe+ 3

Zusammenfafbare Terme stehen untereinander. Wir addieren und finden in sinnvoller Reihung:

‘ (a+b+c)3=a®+b3+c3+3a%b+3ab?+3ac+3ac?+3b2c+3bc? +6abe

Beachten Sie die Struktur der rechts stehenden 10 Beitriige.

O Rekonstruieren Sie die Rechnungen aus (1.2.3) und (1.2.6).
O Berechnen Sie (mit korrektem Untereinanderschreiben):

1-—z)A4+z+22+.. +2V)=..

und allgemeiner
(a—b)(a™ +aV o +aV 2+ abV N =



(1.2.7) Ublicherweise verwendet man die Distributionsregel von links nach rechts. D.h. ein Term der linken
Form ist gegeben und man wandelt ihn in den Term der rechten Form um. Aber natiirlich ist es auch moglich,
von rechts nach links zu arbeiten. Die Ausfiihrung ist dann jedoch meist deutlich schwieriger und in der
Regel nicht schematisch ausfithrbar. Computeralgebraprogramme besitzen einen Befehl des Typs Factor,
der einem diese Miihe abnimmt.

Fassen wir zusammen:

Sinn der Distributivgesetze ist es, iiber die abgeleitete Gebrauchsregel jeder mit jedem und den
sinnvollen Umgang mit dieser Regel durch Termeinsetzung neue giiltige Formeln wie die soeben
hergeleitete zu gewinnen.

Wir geben einige Anwendungsbeispiele unseres Schemas:

1.2.2 Umformung einer gegebenen Gleichung

(1.2.8) Beide Seiten einer gegebenen Gleichung werden mit einem weiteren Term multipliziert und an-
schlielend werden beide Seiten distributiv ausgerechnet. Genauer: Beide Seiten einer gegebenen
Gleichung A=B werden mit einem Faktor F multipliziert, so dass FA=FB entsteht. Dann werden beide
Seiten mit Hilfe der Gebrauchsregel ausgewertet.

Die genannte Auswertung erfolgt typischerweise in einem einzigen Schritt. Beispiel: Die nachfolgend gegebene
Gleichung soll in diesem Sinne mit x* — 1 multipliziert werden. Es gilt 22 — 1 = (2 — 1)(x + 1). Damit folgt
sofort (also ohne schriftliche Zusatzrechnung) die zweite angegebene Beziehung (die sich dann noch weiter
vereinfachen 143t):

3 T
a+x—1 - x—&—l_(x_l)
a(@* = 1) +3@x+1) = z@xz—1)—(z—1)*(x+1)

Setze s=1(a+ b+ c) und F2 = s(s — a)(s — b)(s — ¢). Das ist die Heronsche Formel fiir den Flicheninhalt
F eine Dreiecks mit Seitenldingen a,b und ¢, auf die wir noch zuriickkommen werden. Rechnen Sie jetzt
den Ausdruck fiir F2? distributiv als Funktion von a,b und c aus. Es entsteht eine einfache und interessante
Endform, die man mit S? aus (1.2.6) vergleichen sollte. Faktorisieren Sie dann - sofern verfiighar - das
Ergebnis mit einem Computeralgebraprogramm.

O Beachten Sie unsere Formulierung zur Erzeugung einer neuen giiltigen Gleichung;:

e ”"Beide Seiten der Gleichung werden mit F multipliziert.”
Das ist etwas anderes als die Regel
e ” Jeder Summand (der Gleichung) wird mit dem Faktor F multipliziert.

Begriinden Sie die Notwendigkeit dieser Unterscheidung iiber die Diskussion der folgenden beiden Regeln,
von denen die zweite unzuléssig ist:

e "Von beiden Seiten der Gleichung wird das Reziproke gebildet.”

e Von jedem Summanden (der Gleichung) wird das Reziproke gebildet.

1.2.3 Gezieltes Ausklammern
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7(1.2.9) Eine wichtige auf dem Distributivgesetz basierende Umformungsmethode ist gezieltes Ausklammern.
Klar ist zunéchst, dass das Ausklammern eines gemeinsamen Faktors eine Anwendung unserer Gebrauchs-
formel darstellt, wobei die Gleichung nur in der anderen Richtung zu lesen ist. Vgl. (1.2.7). Etwa

2ab*x — 3a’by + 4a*b*(x + y) = ab(2bx — 3ay + 4ab(z + ¥)).

(1.2.10) Von rechts nach links gelesen, ist das eine Anwendung unserer Gebrauchsregel. Und das sollte man
sich generell als Probe angewshnen: Nach Ausklammern (im Kopf) testen, ob Ausmultiplizieren
der rechten Seite erneut die linke ergibt!
O 6az? + 12ax — 18a%22 = ..(...)
(1.2.11) Vielfach klammert man nicht Faktoren aus, die iiberall vorkommen, sondern will einen ganz bes-
timmten vorgegebenen Faktor herausziehen. Sagen wir: In Beispiel (1.2.9) soll der dritte Summand zu
einer 1 werden. Dann schreiben wir:
3y

oabe — 302 4a2b? — 4a2b? v — 1:.
ab®z — 3a”by + 4a”b”(z + y) ab(x+y){2a(w+y) ‘1fl)(3?+11)Jr

Ausmultiplizieren zeigt die Korrektheit der Umformung. (Zur Technik des Vorgehens: Man muf} in jedem
Summanden in Gedanken mit den fehlenden Faktoren erweitern. Diese bleiben dann im Zahler oder Nenner
stehen. Im ersten Summanden fehlte eine 2, ein a und (x+y) im Zihler.)

O Die Rechnungen aus (1.2.8) und (1.2.11) rekonstruieren. (Also die linke Seite aufschreiben, dann rechnen
und am Ende das Ergebnis vergleichen, Unterschiede iiberdenken!)

[0 Klammern Sie so aus, dass die rechts angegebene Form entsteht:

do? 120 8
— S /2 2 .
\/(xQ Ta2)p3 ViZta? + x\/m =— [Polynom in x]

4
3
z(x2+4a?)2
1

die Form der rechten Seite entsteht? Was bringt es, wenn man aus %a—i— %b—i— %c den Faktor -3 ausklammert?

12
Va2 —a?=laly/.. — ...

O Beweisen Sie fiir a # b die folgende Gleichung:

Hinweis: Auszuklammern ist . Konnen Sie eine allgemeine Regel abstrahieren, so dass

O

an+1 _ bn+1

a*+a" b4 .+ =
a—>b

Fiir a=1 und b# 1 ergibt das eine wichtige Formel, die meist unter der Bezeichnung "endliche geometrische
Reihe" lduft. Wie sieht diese Formel aus? ("Herleitung einer wichtigen giiltigen Gleichung"). Dasselbe fiir
a=1 und b=-x und a=1 und b=x2.
O Welche Grundregeln (fiir das Zahlrechnen) werden neben den Distributivgesetzen in der folgenden Rechnung
angewandt:
a+[2(x —3a)+4a] =ba+2x —6a =2z —a

Sehen Sie u.U. in einer Formelsammlung oder einem Schulbuch nach!
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Kap. 1.3: Der Binomialsatz

Mathematik besteht nicht nur aus schematischer Anwendung von Lisungsprozeduren. Kreative
Leistungen sind durchaus gefragt, wobei die Mathematik auch hierfiir nitzliche Hilfen bereit-
stellt. In diesem Teil suchen wir nach einer neuen Formel und neuartigen Anwendungen dersel-
ben.

Bei der Herleitung der Formel begegnen wir einem anderen wichtigen Sachverhalt: Die Wahl
giinstiger Bezeichnungen zum richtigen Zeitpunkt ist in der Mathematik ausgesprochen wichtig.

(1.3.1) Durch mehrfaches Anwenden der Gebrauchsform des Distributivgesetzes samt Vereinfachung der
dabei entstehenden Ausdriicke {iber Zusammenfassen erhélt man die Binomialformel, eine Umrechnungs-
formel fiir den Ausdruck (a+b)™ fiir n=1,2,3,.... Einerseits ist die Formel selbst sehr niitzlich und andererseits
der Weg zu dieser Formel lehrreich.

(1.3.2) Um zu sehen, worum es geht, rechnen wir die ersten Fille in n (n=2,3,4) konkret aus. Fiir n=2
finden wir zuniichst (a + b)(a + b) = a? + ab + ba + b* = a® + 2ab + b%. Und fiir n=3 folgt (a + b)® =
(a? +2ab+b?)(a+b) = a® + 3a®b + 3ab? + b®. Weitere Rechengesetze fiir die reellen Zahlen wurden benutzt.
(Welche?) In der Endform haben wir uns um eine Ubersicht stiftende Anordnung bemiiht. Die ersten 4
Formeln lauten:

(a+bt = 1a't? + 1a%?

(a+b)? = 1a26° + 2a'b! + 1a°b?

(a+b)? = 1a®b° + 3a?b! + 3a'b? + 1a"b?

(a+b)* = 1a*b® + 4a®b° + 6a%b% + 4a®b* + 1a°b*
(a+b)° = 1a°° + ..a*b! + ...a®b? + ...a?b® + ..a'b* + ...a"b°

Dabei kann man (a+b)?* entweder iiber (a+b)?(a+b)? oder iiber (a+b)(a+b)? auf bereits berechnete Formeln
zuriickfithren. Offensichtlich 148t sich die Berechnung auf diese Weise fortfiihren, wobei jedoch der Aufwand
rasch wichst.

(1.3.3) Man kann unserem Bild nicht entnehmen, wie es genau weitergeht, aber man kann ihm Teilinfor-
mationen entnehmen: So ldf3t sich ziemlich sicher sagen, welche a-b-Potenzen jeweils auftreten werden. Fiir
n=>5 haben wir das bereits getan. Die auftretenden Potenzen lassen sich zusammenfassen zu a®~*b* mit
k=0,1,2....,5. Und fiir allgemeines n erwarten wir die Ausdriicke a”~*b¥ mit k=0,1,... n. Das sind n+1 Stiick.
Stets gilt fiir die Exponenten (n — k) + k = n. D.h. die Summe der beiden Exponenten ist n. Hiermit
kann man sich die auftretenden Beitrige leicht verschaffen.

Testen Sie das fiir n=5. Ergiinzen Sie n=6. Welche der (fehlenden) Zahlkoeffizienten lassen sich iiber das
Schema bereits raten?

(1.3.4) Die Situation ist wie in einem Kriminalroman: Jede zusiitzliche Teilinformation bringt uns dem
Tater ndher. Welche Information fehlt uns noch? Es fehlen die in der letzten Zeile durch ... angedeuteten
(natiirlichen) Zahlen, die durch das Zusammenfassen gleichartiger Beitriige entstehen und die offensichtlich
ein hirteres Problem bilden. In einer solchen Situation ist es wichtig, den erreichten Stand dadurch festzuhal-
ten, dass man dem Fehlenden einen Namen gibt. Dieser Name sollte hier durch die zugehorige Stelle im
Formelschema, also durch das Zahlenpaar (n,k) vollstidndig festgelegt sein. (a + b)™ bestimmt n und der
gewiihlte Summand a"~*b* legt k fest. Wir bezeichnen diese Zahlen mit (Z), gelesen "n-iiber-k”. Im en-
glischsprachlichen Bereich schreibt man auch gerne C(n,k) oder C,,; oder Ahnliches. Allgemein nennt man
diese Zahlen aufgrund ihrer Herkunft Binomialkoeffizienten.

Fiir n=2 haben wir (g) =1, @) =2 (3) = 1. Mit dieser Bezeichnung lautet die Formel

(a+0)* = (§>a2 + (i)abJr @)b?

Formulieren Sie die entsprechenden Gleichungen fiir n=3 und n=4.
(1.3.5) Beachten Sie das mathematiktypische Vorgehen: Wir sind sicher, dass es diese Zahlen gibt und dass
es sich um natiirliche Zahlen handelt (Begriindung? Wieso keine Briiche?). Also geben wir ihnen einen
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Namen, bezeichnen sie. Und nun kénnen wir versuchen, Bedingungen (fiir die bezeichneten Grofien)
zu finden und mathematisch zu formulieren, mit deren Hilfe man die Binomialkoeffizienten am Ende auch
bestimmen kann.

Inspizieren wir die Formeln fiir n=2,...,5, so sehen wir, dass jeder Summand die Form (Z) a”*b* hat, das ist
der allgemeine k-te Beitrag. Damit l43t sich die gesuchte Binomialformel fiir beliebiges n bereits hinschreiben:

(a+0b)" = (5)a™® + (T)a" 1ot + ...+ (") a' o™ + (1)albm.

Und das ist eine zu merkende Formel!

Nur unser bisheriges Wissen zum Wert der Binomialkoeffizienten ist unbefriedigend. Wir kénnen sie noch
nicht auf einfache allgemeine Weise berechnen.

(1.3.6) Eine erste Losungsidee besteht darin, das Vorgehen fiir die untersten Félle zu imitieren. Also
auf (a + b)"*! = (a + b)(a + b)™ unsere allgemeine Formel einmal fiir n+1 und einmal fiir n anzuwenden
und die rechte Seite sodann distributiv (jeder mit jedem!) auszumultiplizieren. Im Ergebnis nehmen wir
Koeffizientenvergleich (fiir gleiche Potenzen ak"*1=%) vor. Das ergibt folgende bekannte und wichtige Formel

(") = () + (")

Fiihren Sie die beschriebene Rechnung aus. (Denken Sie dabei an die Ratschlige zur Bilanzierung aus
(1.2.6)1)

(1.3.7) Hierdurch erhilt man die iibliche Methode des Pascalschen Dreiecks zur Bestimmung der Binomi-
alkoeffizienten, mit deren Hilfe man problemlos etwa die fehlenden Koeffizienten fiir n=>5 bestimmt. Ebenso
liegt es nahe, n=0 zu ergiinzen und (Z) = 0 zu setzen, fiir k<0 oder k>n. Es folgt:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

(1.3.8) Die in (1.3.6) gegebene Formel ist eine Rekursionsformel. Mit ihrer Hilfe kann man die Binomialko-
effizienten fiir n+1 bestimmen, sofern man die fiir n bereits kennt.

Der Nachteil: Angenommen wir bendtigen (15000). Nur diese eine Zahl. Miissen wir dann den grofiten Teil
der Vorgingerschar bis 49 wirklich vorab berechnen? Das sieht unangenehm aus. Besser wiire, anstelle der
Rekursionsformel iiber eine explizite Formel (Z) = .... zu verfiigen, in der rechts ein Ausdruck steht, den
man direkt mit Hilfe von n und k berechnen kann.

(1.3.9) Hat man das Problem einmal derart prézisiert, 148t es sich mit etwas Arbeit auch 16sen! Nach

einigem Probieren findet - rit - man die folgende Formel:

(1) = LI nl,=n-(n—=1)-...-(n—k+1) k Faktoren. [n], =1
k k! und kl=1.2-... -k 0l=1

( Dazu: Zuerst mit Hilfe der Rekursion die Koeffizienten fiir weitere n ausrechnen. Vielleicht bis n=10. Was
bedeutet festes k im Schema? Man beginnt mit k=0 und k=1. Dann versucht man k=2 zu erraten. Ist die
zugehorige Formel gefunden, geht es relativ leicht weiter. Erneut haben wir eine abkiirzende Bezeichnung
niamlich [n]; eingefithrt. Dies Objekt nennt man auch Pochhammersymbol. Woher kennen Sie es bereits?
Denken sie an das Ableiten von y=x"!)

Hiermit berechnet man sofort konkrete Binomialkoeffizienten. Etwa

5 5-4 10 10-9-8-7-6
(2)_5—10 oder (5)—71.2.3'4.5 = 252.

Wenn Sie Lust haben, kénnen Sie jetzt auch

100 100
< 50 > = [ 50]'50 = 10089 13445 45564 19333 48124 97256
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.nachrechnen. Damit verfiigen wir zur Bestimmung der Binomialkoeffizienten sowohl eine iiber
Rekursionsformel wie auch iiber eine explizite Formel.

[0 Zeigen Sie, dass die explizite Formel die Werte fiir die untersten n korrekt angibt. Verifizieren Sie weiter,
dass die Werte der expliziten Formel die Rekursionsformel erfiillen. Wieso ist damit bewiesen, dass die
explizite Formel die Binomialkoeffizienten -alle- korrekt wiedergibt. (Was ist mit den Fallen k<0
und k>n?) Diese Frage enthiilt den mathematikiiblichen, von uns hier ausgelassenen Beweisteil.

O Ublicherweise wird eine andere explizite Formel angegeben, die nur Fakultiten enthilt. Zeigen Sie, dass
(Z) = ﬁlk), gilt, wobei die linke Seite nach der Formel aus (1.3.9) zu berechnen ist.Die neue Formel enthélt

viele kiirzbare Faktoren. Mit dieser Formel folgt sofort (Z) = (nfk) Was besagt das im Pascaldreieck?

1+ Damit ist die Binomialformel vollstindig bestimmt. Unser Vorgehen, eine unbekannte Grofle
zunichst sinnvoll zu bezeichnen und dann mit dem bezeichneten Objekt mathematisch zu ar-
beiten, hat sich bewihrt.

(1.3.10) Auch in der Formel des Binomialsatzes kénnen wir Termeinsetzungen vornehmen. Hier sind sogar
einige rein numerische Einsetzungen niitzlich. Wihlt man etwa a=b=1, so entsteht die folgende interessante
Formel, deren Giiltigkeit man fiir kleine n sofort iiber das Pascalsche Dreieck testet:

(@) () () () 0)

[0 Was ergibt sich etwa fiir n=4 und a=2* und b=2"%? Was fiir allgemeines n und a=1 und b=x?2?

O Was ergibt sich fiir (1+2x)" und fiir (x+1)2" ?

O (1.3.11) Und noch ein kreativ spekulativer Abschluf: Bisher mufite n eine natiirliche Zahl sein. Es gilt aber
auch v/1+z=(1+ x)%. Das ist unser Binomialausdruck fiir n = % Unsere Herleitung versagt fiir diesen
Fall. Aber wie steht es mit dem Endergebnis? Benutzen Sie die in (1.3.9) gegebene explizite Formel der
Binomialkoeffizienten und beachten Sie, dass bei ganzzahligem n automatisch (Z) = 0 fiir k>n gilt, so dass
man iiber alle £ > 0 summieren kann. Damit ist natiirlich nicht bewiesen, dass das Resultat korrekt ist.
Das mufl auf andere, hier nicht zu diskutierende Weise geschehen. Was geht schief, wenn man die iibliche
Formel fiir die Binomialkoeffizienten mit den Fakultéten verwendet? Dasselbe fiir (1 + x)~1.

O Zwei Formeln sind zum Stichwort ”Binomialsatz” unbedingt zu merken. Welche beiden sind das?

O Beweisen Sie die folgende in (6.3.75) benstigte Umformung:

P24+ 22((1 —2?) — P32 = (P? + 2%)((1 — 2%)? + 22 P?).

Links den Binomialsatz auf (1 — (22 + P?))? anwenden und umstellen, so da man P? + x? ausklammern
kann!
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Kap.1.4: Bruchrechnung

Sicherer und verstandiger Umgang mit Briichen ist fiir eine Vielzahl mathematischer Manipulatio-

nen wichtig, bereitet jedoch Anfingern erfahrungsgemdf teilweise erstaunliche und reproduzier-

bare Schwierigkeiten. Auch die Computeralgebraprogramme konnen das zugehdrige Verstindnis

nicht ersetzen. Uberdies lassen sich mit Hilfe der Briiche weitere wichtige mathematische Vorge-

hensweisen illustrieren.
(1.4.1) Was ist ein Bruch, etwa % oder aa—& ? Hierauf sollte man eine sinnvolle Antwort geben kénnen
und die sollte so sein, dass sie einem weiterhilft, wenn man bei einer Rechnung, im Zusammenhang mit
Briichen in Schwierigkeiten gerit. Es wird hier nicht gefragt, wie man selbst in der Schule Bruchrechnung
erlernt hat. Gefragt ist nach einer mathematischen Definition:

= | Es seien a und b zwei ganze Zahlen mit b 0.

Dazu bilden wir die Bestimmungsgleichung bx=a.

! Dann hat diese Gleichung eine eindeutig bestimmte rationale Losung.
T | Diese Losung wird mit 7 bezeichnet. a wird der Zihler, b der

Nenner des Bruches genannt. Als giiltige Gleichung;: by =4

(1.4.2) Eine solche Definition verlangt - sobald man ihre Bedeutung erkannt hat - sorgfiltige, ja angestrengte
Inspektion. Auch in unserem Fall sind eine Reihe von Punkten wahrzunehmen und geistig zu verarbeiten.

1. Formal werden zwei Zahlen a und b eingegeben und eine eindeutig bestimmte weitere Zahl kommt
heraus. Fiir diese haben wir eine Bezeichnung, auch dann, wenn wir die Zahl selbst noch nicht genau
kennen. Ein und dieselbe Zahl kann verschiedene Bezeichnungen haben, wie 2 = % = % = % zeigt,
kann also Losung verschiedener Gleichungen sein.

In symbolischer Schreibweise (a, b) — . Der Pfeil — wird ”"wird zugeordnet” gelesen.

2. Die Zahlen diirfen nicht beliebig sein. Oben wurden a und b als ganze Zahlen vorausgesetzt. Das kann

problemlos verallgemeinert werden zu ”a und b reell”. Damit wiren auch Ausdriicke wie % oder ﬁ
5

erklart.

Letzteres gehort zu der Gleichung %x = 7. Mathematisch ist es unzweckméifig, meist unskonomisch,
ohne guten Grund eine Definition nicht méglichst allgemein anzusetzen. In unserem Fall ist 7 a und
b reell 7 die angemessene Allgemeinheitsstufe. Dazu sollte man nur beachten, dass bei spezieller Wahl
von a und b auch das Ergebnis spezieller wird. Bei a und b ganz (ganze Zahlen) wird ¢ rational.
Generell ist 7 nur reell.

3. Nicht fortlassbar ist die zweite Bedingung b # 0. An dieser Stelle sollte man erkennen und sich einpri-
gen, dass in der Gleichung bx=a eine Umkehrung der Reihenfolge im Eingabepaar (a,b) stattfindet. Der
dahinplétschernde menschliche Gedankenstrom hat immer die Tendenz, Reihenfolgen beizubehalten.
Das kann rasch zu Problemen fiihren.

4. Nochmals: Hat man Schwierigkeiten mit einem Bruch, sollte man notfalls zur definierenden Gleichung

tibergehen mit Hilfe des Wissens: ¢ ist Bezeichnung der Losung der Bestimmungsgleichung bx=a.

(1.4.3) Im Falle der Distributivgesetze haben wir zwischen (besonders einfachen) Grundregeln und praktis-
chen Rechenregeln unterschieden. Das konnen wir hier auch tun. Als Grundregeln kénnen wir beispielsweise
die folgenden 4 Regeln wihlen, die in der Gleichungsinterpretation sehr gut einzusehen sind:

(1) (2) 3) (4)
=l f=a|(B)+E) =5 (@) @) =4
O Rechtfertigen Sie diese Regeln mit Hilfe der Gleichungsinterpretation!

T (1.4.4) Die eingefithrten Klammern stellen sicher, dass man den genauen Rechenweg ablesen kann. An-
dererseits machen zu viele Klammern die Ausdriicke uniibersichtlich und die Schreibarbeit aufwendig. Daher

Qe
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fithrt man vielfach Klammerersparnisregeln ein, hier die bekannte Regel Punktrechnung vor Strichrechnung.
Damit vereinfachen sich (3) und (4) sofort zur iiblichen Form.

(1.4.5) Die eigentlichen Rechenregeln lassen sich jetzt wieder aus den Grundregeln beweisen, rein logisch
herleiten. Alternativ kann man sie auch erneut iiber die Gleichungsdefinition erschlieffen. Fiir die auftre-
tenden Buchstaben diirfen beliebige reelle Zahlen oder Zahlterme eingesetzt werden, sofern die Nenner nie
Null werden. Spéter werden wir sehen, dass man auch andere, allgemeinere Objekte einsetzen mdochte:
komplexe Zahlen, Matrizen, Polynome, Funktionen usw. Dann mufl man versuchen, die jetzigen Schliisse
verstindig auf die neue Situation zu iibertragen.

(1.4.6) Gewdhnlich kommt man mit den folgenden vier Rechenregeln aus, die wir sofort mit Klammer-
ersparnis schreiben. Nur bei Doppelbriichen wie (6) oder (8) sollte man vorsichtig sein und sich nicht zu

1

sehr auf die Linge der Bruchstriche verlassen.Denn % und + ergeben keineswegs dasselbe.
3

(5) (6) (7) ®)

4—aa o£( (#) _ ad 44 ¢ = adtbe é):x z#0

J  Wir besprechen nachfolgend drei Anwendungen der Bruchrechnung, also Nutzung dieser Gebrauchsregeln.

1.4.1 Hauptnennerbildung

(1.4.7) Regel (7) 1Bt sich naheliegend auf mehr als 2 Summanden verallgemeinern. Uberdies ist (7) dahinge-
hend zu verbessern, dass der Hauptnenner nicht immer das Produkt der Einzelnenner ist, sondern nur das
kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner. Hierzu bringt man (7) besser in eine operativ verbale Form:

(7")  Erweitere jeden Summanden genau mit den fehlenden Faktoren, die
nicht in séimtlichen beteiligten Nennern vorkommen.

Eventuell sollte man gemeinsam vorkommende Faktoren auch vorab ausklammern. Ein Beispiel einer
Hauptennerbildung:

5a+7b 3 N 11 2(5a+ 7b) — 3(6a) + 11(3b)  —8a + 47b
27a2b2  9ab? = 18a2b 2. 27a2b? " 54a2b?

(1.4.8) Gewohnen Sie sich folgendes arbeitsokonomisches Prinzip an: Bei schematischen Rechnungen
zunichst die Form und alles Gesicherte hinschreiben. Danach (geistig entlastet) mit der eigentlichen
Arbeit beginnen. Hier also zunichst den Hauptnenner bestimmen und unter einen ausreichend langen

Bruchstrich hinschreiben: W Dann termweise die Erweiterungen vornehmen und den Z#hlerbeitrag

nenner”
aufschreiben. Damit ersparen Sie sich viel Arger. Obige Rechnung ist so entstanden.
Jetzt dieselbe Rechnung mit vorherigem Ausklammern:

5a+7 3 11 1 (5a+7 3 11
2720 9ab? | 18a%b @{ 3ab E*%}
1 [2(5a+T7b) —3-6a+11-3b
B @{ 6ab }

Hier ist ﬁ {...} zun#chst gesichert, also zuerst hinzuschreiben, dann ﬁ {@} usw.
(1.4.9) Beachten Sie: Im soeben behandelten Beispiel geht es in erster Linie nicht darum, das Beipiel selbst
nachzurechnen. Das ist nur ein Nebenzweck. Hauptanliegen ist, eine niitzliche Schreib- und Arbeitstechnik
zu vermitteln. Und das wurde am Beispiel fiir die Hauptnennerbildung mit verdeutlicht.

O Wie wird man diese Arbeitstechnik (”zunéichst Form und Gesichertes....”) beim Stichwort gezieltes Ausklam-
mern verwenden?

[0 Der Hauptnenner ist nicht immer einfach ”das Produkt aller beteiligten Nenner”. Wieso? Beispiel!
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1.4.2 Beseitigung von Doppel- und Mehrfachbriichen

(1.4.10) Damit ist nicht gemeint, % durch 0.28571 zu ersetzen oder 3 durch 1.5708. Derartiges sollte man
nur machen, wenn ein besonderer Grund vorliegt. Gemeint ist, dass man in den allermeisten Fillen eine
Endform der Gestalt ¢ mit moglichst einfachen Termen a und b anstreben sollte. Per Hauptnennerbildung
beseitigt man mehrere additive Briiche und per Doppelbruchregel Mehrfachbriiche. Einige Beispiele fiir die
Endformbildung;:

£-2 _ 4242 s+2 _ () oy L V31 _ VA
== 1 2y @y @2y? | 1+v3 — (VB-1)(V3+1) 2

In Computeralgebraprogrammen findet man Befehle wie simplify, die derartige Endformbildung leisten.
Rekonstruieren Sie die Rechnungen.

[0 In Ausdriicken wie dem nachfolgenden kann man entweder zuerst Hauptnenner bilden und dann die Doppel-
briiche beseitigen oder man kann die umgekehrte Reihenfolge wéhlen.

b 3—a

atb a—b\

(%) (%)

Meist ist eine bestimmte Reihenfolge vorzuziehen. Welche ist das in unserem Beispiel? Was ergibt sich?

+

1.4.3 Bruchgleichungen

(1.4.11) Tritt bei einer Bestimmungsgleichung eine Unbestimmte im Nenner auf, versucht man, diesen
Zustand durch geeignete Gleichungsumformungen zu beenden. Und zwar in der Regel als Erstes. Dabei
wird man Hauptnennerbildung und das Beseitigen von Doppelbriichen einsetzen. Hinzu kommen typische
Gleichungsumformungen wie Multiplikation mit dem Hauptnenner und Bildung des Kehrwertes fiir beide
Gleichungsseiten.

(1.4.12) Kurz, man muff mehrere Techniken zusammenfiihren und gezielt einsetzen. Nochmals: Ziel ist,
die Unbestimmten aus dem Nenner herauszubekommen. Im nachfolgenden Beispiel sind keinerlei
zusétzliche schriftliche Rechnungen ausgelassen:

ﬁ + ﬁ =5 x gesucht.
(x —4) 4+ 3(x —2) =5(x — 2)(z — 4) | Multiplikation mit dem Hauptnenner
4z — 10 = 5(2? — 6x + 8) Vereinfachen
522 — 34z +50 =0 Quadratische Gleichung
2% — d—;l:n ..... Usw.

(1.4.13) Allzuhdufig werden unzulédssige Umformungen benutzt, um die Unbestimmten aus dem Nenner
herauszubekommen. Es finden sich Rechnungen der folgenden Art:

1Ly _2 1
z—a 3(z—0b) T
ca)+ it =a
z=2(a+b)

Kommentieren Sie den Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile. Welche unzuliissige, falsche Bruchrech-
nungsregel wurde benutzt? (Vgl. die Frage aus (1.2.8)) Was den Rechenaufwand betrifft, wiirde diese Regel
das Leben tatsichlich sehr erleichtern! Was ergibt eine korrekte Rechnung fiir das Beispiel?

O Reproduzieren Sie die Rechnung aus (1.4.12).
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Kap. 1.5: Quadratische Gleichungen

Wichtige Formeln sollten nicht isoliert gesehen werden. Wenn wir propagieren, wichtige Formeln
auswendig zu wissen und zu beherrschen, meinen wir damit, dass man in der Lage ist, an
die Formel jederzeit eine Vielzahl weitergehende Leistungen anzuschliefen - die einzuschlagende
Denkrichtung ohne langes Nachdenken und Nachschlagen verfiigbar zu haben. Wir illustrieren
ein solches Formelumfeld am Beispiel der p-q-Formel fiir quadratische Gleichungen.

1.5.1 AuBBere Parameter

(1.5.1) Einen Rechenausdruck wie 322 + 52 — 7 nennt man ebenso wie 5 — x — 2% einen quadratischen

Term (in der Variablen x). Auch 3t? + 5t — 2 ist ein quadratischer Term (in der Variablen t) ebenso wie
(t —5)(t + 3). Ein Term wie % + 5¢ — 13 dagegen ist nicht quadratisch.
(1.5.2) Versuchen wir einmal aus diesen Beispielen zu abstrahieren, was unter einem quadratischen Recheaus-
druck verstanden werden soll. Die ersten beiden Beispiele verallgemeinern sich unmittelbar zu dem Ausdruck:
Ax? + Bz + C. Und die letzten beiden Beispiele verlangen als endgiiltige Definition:

7 Ein quadratischer Term in x ist ein Rechenausdruck, den man durch Termumformung auf die
angegebene Gestalt Ax? + Bx + C bringen kann, wobei A # 0 gilt.

Als Rechenausdriicke sind (t-3)(t+3) und t? — 9 zu unterscheiden, auch wenn man sie ineinander umwan-

deln kann..
(1.5.3) Die Buchstaben, die in Az? + Bz + C auftreten, haben einen unterschiedlichen Charakter: Fiir
A.,B und C diirfen bzw. miissen wir zunéchst Zahlen einsetzen. Allerdings sollte dabei A # 0 gelten.
Erst das Ergebnis des Einsetzens ist ein quadratischer Term in der Variablen x. Wiirden wir umgekehrt mit
At? 4+ Bt +C starten, so wiirden wir durch entsprechende Einsetzungen quadratische Ausdriicke in t erhalten.
Nochmals: Erst wenn fiir A, B und C Werte eingesetzt sind, erhilt man ein Objekt der gewiinschten Art,
das immer noch einen allgemeinen Buchstaben enthilt, die Variable x.

[0 Wie wird allgemein ein quadratischer Ausdruck in den Variablen x und y aussehen?
(1.5.4) Zu jedem quadratischen Ausdruck q(x) mit spezifizierter Variabler x gehort ein quadratisches Poly-
nom, also eine Zuordnung x — ¢(z). Kann man zwei (verschiedene) quadratische Ausdriicke durch Ter-
mumformungen ineinander umwandeln, so fithren beide zu demselben Polynom. Etwa z — (z — 3)(x — 2) =
22 — 52 + 6. Man sagt dann auch, dass das Polynom in eine andere Form gebracht wird. Zwei ineinander
umwandelbare quadratische Terme ergeben dasselbe quadratische Polynom. Zum Begriff der Zuordnung s.
Kap.3.1a.
(1.5.5) Mit jedem quadratischen Ausdruck kann man eine Reihe mathematischer Operationen durchfiihren:
Die Nullstellen (der zugehérigen quadratischen Gleichung) bestimmen, den Ausdruck in Scheitelpunktsform
bringen usw. Die zugehorige Rechnung kann man entweder fiir jeden vorliegenden quadratischen Term
gesondert ausfithren oder man kann versuchen, die Rechnung allgemein auszufithren. Was heifit das genauer?
Nun, hat man ein spezielles Problem zu lésen, geht man nach geeigneter Festlegung von A, B, C zum
allgemeinen Ausdruck Ax? + Bz + C iiber, versucht das Problem hierfiir allgemein (fiir jede Wahl von A,B
und C) zu 18sen und zwar in der Weise, das man im Endergebnis nur die entsprechenden Werte fiir A,B,C
einsetzen muf}, um die korrekte Lisung fiir den zugehorigen quadratischen Ausdruck zu erhalten.
Gelingt das, so haben wir durch die eine ausgefiihrte allgemeine Rechnung gleichsam unendlich viele
Rechnungen auf einen einzigen Schlag ausgefiihrt!
(1.5.6) Ein Beispiel: Fiir die quadratische Gleichung x? + 23z — 17 = 0 sollen die Losungen, die Nullstellen
bestimmt werden. Mit p = 23 und ¢ = —17 gehen wir zur allgemeinen Form 22 + px + ¢ = 0 (in der
Unbestimmten x) iiber. Fiir diese erhalten wir durch eine einzige Rechnung die Losungsformel

r19=—-5% (%)2 —q die p-g-Formel

Setzt man hierin die urspriinglichen Werte von p und q ein, so erhélt man unmittelbar die Nullstellen der
zugehorigen quadratischen Gleichung. Wir haben ein Resultat, das auf einen Schlag das Ergebnis unendlich
vieler konkreter Rechnungen liefert. Zur Schreibweise: Es liegen 2 Gleichungen vor, eine zum Index 1 mit dem
”4+” und eine zu 2 mit dem ”-”.Das bedeutet, dass man bei Umformungen —z; 2 = —% ¥/~ hat. Obwohl
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in der Schule dies Schreibweise offenbar teilweise ”verboten” wird, sollte man sie und dhnliche Abkiirzungen
verwenden. Meist schreibt man sogar x12 statt x; .

O Leiten Sie die allgemeine p-g-Formel mit Hilfe der Methode der quadratischen Ergéinzung her. ( Eine

allgemeine Herleitung geniigt! Dann sollte man das Ergebnis, also die p-g-Formel zum Lésen quadratischer
Gleichungen verwenden, nicht jeweils neu die gesamte quadratische Ergiinzung!)
(1.5.7) Im Zusammenhang mit (1.5.5) ist folgender Sachverhalt wichtig: Angenommen wir erhalten die
Aufgabe, fiir die quadratische Gleichung y? + 4xy — 322 = 0 die Nullstellen zu bestimmen. Dann fehlt
Information. Wir wissen nicht, nach welchem Buchstaben wir auflésen miissen und fiir welchen Buchstaben
wir vorab Werte einsetzen sollen. Die Situation verlangt, dass wir dies genauer spezifizieren. Suggestiv: Wir
miissen festlegen, welche Rolle die einzelnen Buchstaben des Termes in der speziellen anstehen-
den Aufgabe oder Rechnung spielen sollen.

T Wir sagen: Ein Buchstabe (eines Rechenausdrucks) erhiilt in einer bestimmten Situation die Rolle eines
dufleren Parameters, wenn jede Wahl dieses Paramters ein Problem des zu behandelnden Typs ergibt.
(Bitte genau lesen und merken!)

So ergibt jede Wahl der #uBeren Parameter p und q in 22 + pz + ¢ = 0 eine quadratische Bestimmungsgle-
ichung!

Setzt man in das (allgemein bestimmte) Endresultat fiir den #ufleren Parameter einen Wert ein, so erhilt
man die Losung des zugehorigen Problems.

Kurz: Zu jedem Wert eines dufleren Parameters gehort ein eigenes Problem, das sich auch mit diesem
festgelegten Wert konkret rechnen 1483t.

(1.5.8) Im oben besprochenen Fall des allgemeinen quadratischen Ausdrucks erhalten A,B und C in Az? +
Bz + C die Rolle dufierere Parameter, wogegen x die Rolle der Verénderlichen erhilt. Fiir y? + 4zy — 322 =
0 mufl man festlegen, ob x oder y die Rolle eines #ufleren Parameters iibernehmen soll. Die jeweiligen
Losungsformeln sind dann unterschiedlich:

Y12 =22+ V722 - 224+ T|z| bzw.

T1o=—2y+ 3Ty’ = ...

Gibt man entsprechend in einem Computeralgebraprogramm obige Gleichung ein und fordert man die Losung
an, so wird man nach der Variablen (beziiglich der zu 16sen ist) gefragt. Beachten Sie: Man kann nie sagen:
Dieser Buchstabe ist (gleichsam per Geburt) duferer Parameter. Immer nur: Fir die anstehende Aufgabe
erhdlt er die Rolle eines dufleren Parameters!

[J Erldutern Sie den Unterschied zwischen ” qudratischem Rechenausdruck” und ” quadratischem Polynom” kurz
am Beispiel (x-3)? = 2% — 6x + 9.

| Nach dieser begrifflichen Vorbereitung wenden wir uns dem benstigten Grundwissen zu den quadratis-
chen Ausdriicken zu, das sich um die p-g-Formel herum aufbaut.

1.5.2 Unterschiedliche Formen eines quadratischen Polynoms

(1.5.9) Ein und dasselbe quadratische Polynom kann in unterschiedlichen Formen auftreten. Hiiufig mufl
man dann die zugehorigen quadratischen Rechenausdriicke ineinander umwandeln, weil die Problemsitu-
ation eine bestimmte Endform verlangt. Wir stellen kurz die wichtigsten dieser Formen zusammen. Wichtig
ist immer, die Variable und eventuelle d&uflere Parameter auseinander zu halten.:

Rechenausdruck | duflere Parameter Bezeichnung
Az?+ Bz +C A B,C, A#£0 allgemeine Form
A(z? +pz +q) Ap,q Normalform
Az — x1)(x — 22) Az, 29 Linearfaktorform
Az —a)®>+b A, a,b Scheitelpunktsform

(1.5.10) Meist hat man es mit folgender Problemsituation zu tun: Das Polynom liegt zunéchst in der
allgemeinen Form vor. Diese erhélt man typisch im Rechenablauf. Man soll den Ausdruck umwandeln in
eine der anderen Formen. Die Normalform etwa erhilt man durch Ausklammern von A. Das bedeutet p = %
und ¢ = %. Jetzt sind p und q Hilfsgrolen, die man mit Hilfe der urspriinglichen drei dufleren Parameter

ausdriicken kann.
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Hat man die Normalform, dann kann mit Hilfe der p-q-Formel die beiden Nullstellen x; und xs bestimmen.
Das gibt die Linearfaktorform. Nimmt man in der Normalform eine quadratische Ergéinzung vor, so folgt
schlieBlich die Scheitelpunktsform.
[0 Bestimmen Sie die Formeln, die p und q durch x; und x5 ausdriicken. Bestimmen Sie die Formeln, die a und
b durch x; und x5 ausdriicken.

o Esist allerdings keine gute Strategie neben der p-q-Formel noch all diese weiteren Formeln aufzustellen und
gar zu merken. Bei Bedarf sollte man jeweils den konkreten Fall durchrechnen. Mit der p-g-Formel selbst
ist das anders: Sie sollte stets verfiighar sein.

1.5.3 Parabelgeometrie

(1.5.11) Wir fertigen jetzt eine Skizze des Graphen unseres Polynoms. In dieser Skizze haben die Parameter
a,b, x1,x2 sowie B,C und A alle eine ausgepriigte geometrische Bedeutung. Die Skizze verdeutlicht das. Hat
das Polynom reelle Nullstellen, dann sind x; und x2 die Nullstellen des Graphen. (a,b) sind immer die
Koordinaten des Scheitelpunktes. Geht man vom Scheitelpunkt um 1 (eine Einheit) in x-Richtung weiter,
dann muf man um A in y-Richtung gehen, um wieder auf den Graphen zu treffen. y = C' gibt den Schnitt
des Graphen mit der y-Achse und y = Bx + C liefert die Tangente an die Parabel zu diesem Punkt.

. y

Geometrische
Bestimmungsstiicke
der Parabel.
Scheitelpunkt (a,b) | A __&_ __

y=A(px+0)

Nullstellen x1, 2o X2 X
?Scheitel”-zuwachs A
Tangente bei x=0.

A

O Wandeln Sie p(x) = (x — 3)(z + 4) in die allgemeine und in die Scheitelpunktsform um.
Wandeln Sie q(z) = 322 + 22 — 1 in die Scheitelpunktsform und in die Linearfaktorform um. (Dabei sollte
man iiber die Normalform gehen!)
Auf den Fall komplexer Nullstellen kommen wir im Kapitel iiber komplexe Zahlen zuriick.

1.5.4 Nullstellenbestimmung

(1.5.12) Das ist ein besonders wichtiges Problem, das man effektiv beherrschen sollte. Also: Gegeben ein
quadratisches Polynom, dessen Nullstellen bestimmt werden sollen. Folgende Strategie ist zu empfehlen:

(1

Inspektion des Polynoms

<) N

(1a) ? Liegt eine direkt losbare Sonderform vor? Direkter Weg.
(2) | sonst Normalform herstellen

(3) p-g-Formel anwenden

(4) Klassifikation mit Hilfe der Diskriminante D = (%)Z —q.

(1.5.13) Was besagt (1a)? Folgende Sonderformen erlauben unmittelbares Angabe der Nullstellen: Lin-
earfaktorform, Scheitelpunktsform, C=0 oder B=0. Insbesondere ist es in Hinblick auf die Effektivitit
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O

geradezu absurd, ein Polynom wie (3z + 22)(2z + 2%-T) erst auszumultiplizieren und dann per quadratis-

cher Ergéinzung die Nullstellen zu bestimmen. (Das muften wir in der Schule immer so machen ist keine
Entschuldigung.)
Einige Beispiele des direkten Weges iiber (1a):

Gleichung — | Nullstellen per Inspektion:
5(x —3)(4r +3)=0 | — r1=3, wp=-%
722 + 21z =0 — 1 =0, zo=-3
($—5)2:9 — $12=5:|:3

Wieso fillt auch die folgende Gleichung unter (1a)?
32z —3)(z+5) —(z+1)(6—22) =0
(1.5.14) Zum Merken und Anwenden der p-g-Formel:
Man berechnet die Grofie —£. Diese Zahl wird dann quadriert und kommt als erstes unter die
Wurzel. Nicht etwa % erneut berechnen. Bei grofien Zahlen kann das unangenehm werden.

Geben sie die Nullstellen an fiir p;(z) = (z — 2)2 — 9 und p2(z) = 522 — 15z und fiir p3(z) = 422 — 9. Das
sind erneut Félle fiir den direkten Weg in (1a).

O Bestimmen Sie die Nullstellen (in x) der Gleichung

(a4 b)z? —3(a® — b*)x — (a®> + %) = 0.

O B Formulieren und losen Sie jeweils einige Konkretisierungsaufgaben zu (1.5.9) und (1.5.12-13).

1.5.5 Die p-q-Ebene

(1.5.15) Beim Anwenden der p-q-Formel trifft man auf eine Fallunterscheidung. Man bildet die Diskrimi-

nante D = (%)2 — ¢ und inspiziert den zugehorigen Wert. Fiir positives D hat man zwei reelle Nullstellen.
Der Graph des Polynoms schneidet die x-Achse an zwei Stellen. Ist D negativ, erhilt man komplexe Null-
stellen. Der Graph schneidet die x-Achse nicht. Und fiir D=0 erhiilt man eine doppelte reelle Nullstelle. Mit
D lautet die p-q-Formel einfach x5 = —£ & VD.

(1.5.16) Hat man eine quadratische Gleichung, dann l&8t sich diese Gleichung immer in die zugehérige
Normalform bringen. (Vorausgesetzt A # 0 gilt.) Damit erhalten die #ufleren Parameter p und q einen
bestimmten Wert. Man kann das Paar (p,q) bilden und als Punkt in der p-q-Ebene interpretieren. (Nicht

mit der x-y-Ebene verwechseln, in der das Polynom z — p(z) in (1.5.11) dargestellt wurde!) Jetzt lassen sich
die drei Fille geometrisch unterscheiden. D=0 bedeutet ja (%)2 — g = 0. Und das beschreibt eine Parabel
q= %pQ in dieser Ebene. Liegt der Punkt im Innern der Parabel, so liegen komplexe Nullstellen vor. Liegt
er auflerhalb, so liegen zwei reelle Nullstellen vor. Liegt er auf der Parabel, so hat man eine reelle Nullstelle.
Es erweist sich vielfach als niitzlich, derartige R&ume Huflerer Parameter einzufiihren. Dabei findet ein
Rollenwechsel statt. Da jetzt die Werte von p und q im Rahmen der Betrachtung geédndert, miteinander
verglichen werden, erhalten p und q die Rollen von Variablen. Jede (quadratische) Gleichung gehort zu
einem Punkt diese Raumes. Zu jedem Punkt gehort umgekehrt eine Gleichung in Normalform.

q
q#p?l4
2 komplexe DO
Die Zerlegung LAsumgen
der p-q-Ebene
durch die Diskriminante D<0
D=2 _ 2 reelle
774 Losungen
D>0 D>0 p
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0O Wo liegt der zu 222 + 3z + 5 = 0 gehorige Punkt? Eigenstindig weitere Konsolidierungsbeispiele ausdenken.

1.5.6 Gleichungen, die auf eine quadratische Gleichung fiihren

(1.5.17) Eine Reihe von Gleichungen, die zunichst nicht vom quadratischen Typ sind, werden durch Gle-
ichungsumformungen zu quadratischen Gleichungen. Hierzu gehéren insbesondere Gleichungen mit Briichen,
bei denen die Unbestimmte im Nenner steht. Nehmen wir ein Beispiel:

a b 1

x—a x—b 2

Dabei soll x Unbestimmte sein und a und b sind duflere Parameter. Bei einer solchen Gleichung stért das x im
Nenner am meisten. Vgl. (1.4.11-12). Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit dem Hauptnenner,
dann kiirzen sich notwendig sdmtliche Nenner heraus (Diesen Schritt sollte man moglichst im Kopf vollziehen.
Vgl. (1.4.8)). In unserem Fall folgt:

2a(x —b) +2b(x —a) = (z—0b)(z—a)
2(a + b)x — 4ab z? — (a+b)x + ab
2 —3(a+0b)x+5ab = 0

x12=45(a+b)+5v9a2 + 90> — 2ab

Der mittlere Schritt zeigt, wieso beim Beseitigen der Briiche eine Potenz der Unbestimmten, hier ein Quadrat,
entsteht. Der Rest ist Anwenden der p-g-Formel.

(1.5.18) Nochmals: Gleichungen mit nicht quadratischen Termen kénnen durch Gleichungsum-
formungen (nicht Termumformungen) u.U. zu quadratischen Gleichungn werden.

Im Gegensatz dazu kann ein nicht quadratischer Term durch Termumformungen nicht zu einem quadratischen
werden.

1.5.7 Substitutionen

(1.5.19) In anderen Fillen gelangt man mit Hilfe von Substitutionen von der (nicht quadratischen) Aus-
gangsgleichung zu einer quadratischen Gleichung. D.h. man zerlegt die Gleichungslosung in mehrere
aufeinander folgende Schritte, von denen wenigstens einer aus dem Lésen einer quadratischen Gleichung
besteht. Das bekannteste Beispiel ist die biquadratische Gleichung: In der Gleichung x* + 522 + 6 = 0 etwa
setzt man u = z2. Das gibt die leicht losbare quadratische Gleichung u? 4 5u + 6 = 0 fiir die Unbestimmte u
mit den zwei Losungen u; = 2 und up = 3. Aber man will ja x. Daher ist 22 = 2 und 22 = 3 zu losen. Das
gibt dann insgesamt 4 (reelle) Losungen.

(1.5.20) Wir geben eine Reihe von weiteren Beispielgleichungen, die sich durch Substitution in Ketten
leichter losbarer Gleichungen umwandeln, wobei ein Schritt im Losen einer quadratischen Gleichung besteht.
Teilweise miissen auch noch Gleichungsumformungen vorgenommen werden.

20 Fp2d4+qg=0 u=a> u?+put+q=0
e +a+e =0 u=e" w4au+1=0
r+py/r+q=0 u=+x |u+putqg=0
sin®z + qcos’z +psine =c | u=sinz | 1 —qu?>+pu+(¢g—c) =0

Im Falle der dritten Gleichung muf} i.a. u > 0 gewihlt werden, damit man reelle x-Lésungen erhiilt.
Negative u-Losungen sind dann zu verwerfen.
O Bestimmen Sie die Nullstellen von z* — 1022 + 1 = 0. In der Endform kann man die doppelten Wurzeln

beseitigen. Beweisen Sie dazu mit Hilfe des binomischen Satzes /5 + 2v6 = 2 + /3.

1.5.8 Verallgemeinerungen der quadratischen Gleichung
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(1.5.21) Es gibt eine Reihe naheliegender Verallgemeinerungen der quadratischen Gleichung. Startet man
mit einem Polynom dritten Grades, statt eines quadratischen Polynoms, so entsteht eine kubische Gleichung,
die sich weitgehend analog zur quadratischen Gleichung behandeln lit. Um von der allgemeinen Form
zur Normalform zu gelangen, mufl man allerdings eine Verschiebung der x-Achse bis zum Symmetriepunkt

vornehmen:
Ax3 + Bx? 4+ Cz + D allgemeine Form
A (u?’ +pu + q) u=1x—1x9 mit rg= f% Normalform
Az — z1)(x — x2)(x — x3) Linearfaktorform

(1.5.22) Beachten Sie, dass in der Normalform der quadratische Term fehlt. Fiir die Normalform gibt es
erneut eine Losungsformel, die Formel von Cardano), die wir hier nicht angeben. Lassen Sie sich die Formel
durch irgendein Computeralgebraprogramm ausgeben und lassen Sie dieses einige Beispiele rechnen. Bei der
Einfiihrung der komplexen Zahlen kommen wir auf die Formel und ihre Herleitung zuriick. Vgl. (6.3.3).
(1.5.23) Das Gewinnen der Linearfaktorform ist im kubischen Fall bereits recht mithsam. Ist eine fak-
torisierte Form gegeben, sollten Sie diese nur ausmultiplizieren, wenn es dafiir einen guten Grund gibt.
In der Regel, besonders bei Nennern von Briichen, sollte man die faktorisierte Form in der
Endform bewahren. Allerdings erleichtern einem Computeralgebrasysteme auch hier sehr das Leben, da
sie iiber einen Faktorisierungsbefehl verfiigen, mit dessen Hilfe einem geradezu unfaflbare Leistungen beim
Faktorisieren gelingen.

[0 Welche geometrische Interpretation haben p und q im kubischen Fall fiir A=17 Wie steht es mit dem

Analogon zur Scheitelpunktsform? Welches Problem tritt auf? Welche geometrische Bedeutung haben
a= /% und H = —a® im Falle p<0?
(1.5.24) Fiir Polynome 4.Grades gibt es erneut analoge Resultate. Insbesondere gibt es eine zur p-q-Formel
analoge Formel, die die Nullstellen liefert. Aber Vorsicht vor vorschneller Verallgemeinerung: Es wurde
mathematisch bewiesen, dass es fiir Poynome mit einem Grad 5 oder hoher keine entsprechende Formel
gibt, die einem die Nullstellen liefert! Diese Nullstellen existieren zwar, aber man kann sie nicht {iber eine
explizite Formel allgemein berechnen und sei diese auch noch so kompliziert.

(1.5.25) Zusammenfassung: Der Text zeigt, wie eine einzige Formel - hier die p-g-Formel - als Keimzelle
oder Kondensationskeim vieler weitergehender mathematischer Uberlegungen dienen kann. Hierzu gehoren:

1. Der Begriff der Formel mit dufleren Parametern
. Der Unterschied zwischen Zuordnung und Rechenausdruck (quadr. Term - quadr. Polynom)
. Die graphische Veranschaulichung eines Rechenausdrucks (mit spezifizierter Variabler)

. Unterschiedliche Formen einer Gleichung

2

3

4

5. Normalform einer Gleichung

6. Umformung einer Gleichung mit Hilfe von Substitutionen
7

. Verallgemeinerungen einer Gleichung.

Die nachfolgenden Aufgaben vertiefen einige in diesem Abschnitt angeschnittene Aspekte:

O Betrachten Sie das Polynom n-ten Grades p,,(x) = 2™+1. Lassen Sie es durch ein Computeralgebraprogramm
fiir einige Werte von n mit n<100 faktorisieren. Welche allgemeine Hypothese iiber die Koeffizienten
der Faktoren liegt nahe? Und das ist auch fiir alle n unter 100 korrekt! Aber so eine Verallgemeinerung
(hier von ...bis 100.. auf ...immer...) kann vorschnell sein, ersetzt keineswegs einen mathematischen Beweis!
Wiihlen Sie einmal n=105 und inspizieren Sie das Resultat.

O Wir kehren zu Herons Gleichung fiir den Flidcheninhalt F eines Dreiecks aus der Frage in (1.2.8) zuriick. Wir
schreiben die Gleichung jetzt wie folgt:

F? = 1—6(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)

Wir wollen diese Formel nicht beweisen, aber uns mit ihr vertraut machen. Sammeln Sie mdglichst

viele Argumente und Indizien, dass die Formel tatsichlich den Flicheninhalt F eines Dreiecks

liefert, dessen Seitenlingen a,b und c sind. Welche Form ist hierzu besser geeignet, die faktorisierte
oder die in (1.2.8) bestimmte ausmultiplizierte?
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Kap.1.6: Geradengleichungen (in der
Ebene)

Mit Hilfe geeigneter Formeln lassen sich wichtige geometrische Figuren quantitativ darstellen
und zugehdrige Probleme werden mathematisch lésbar. Die Entdeckung und Entwicklung dieses
Sachverhaltes (der analytischen Geometrie) hat die Anwendbarkeit der Mathematik auferor-
dentlich voran gebracht. Worum es geht, lafit sich am einfachen und sachlich wichtigen Beispiel
der Geradenbeschreibung in der Ebene illustrieren.

1.6.1 Die Gleichungsbeschreibung

(1.6.1) Wie beschreibt man Geraden in der Ebene mathematisch? Gebréuchlich und besonders giinstig ist
die Beschreibung mit Hilfe einer ” Geradengleichung” etwa des Typs y = mx 4+ b. Wir wollen iiberlegen, was
das genauer bedeutet. Im Rahmen der Vektorrechnung werden wir eine weitere Beschreibungsform kennen
lernen.

(1.6.2) Zunichst einmal: Jede Wahl von m und b legt eine bestimmte Gerade fest. Alle Wahlen sind
zuldssig. m und b sind duflere Parameter (wie bei den quadratischen Gleichungen eingefiithrt). Wihlt man
m =2 und b = —3, so wird aus der allgemeinen Geradengleichung y = mx + b die konkrete y = 2z — 3. Man
erhiilt so alle Geraden der Ebene, die nicht parallel zur y-Achse sind.

(1.6.3) Damit sind wir bei einem weiteren Punkt: Die Beschreibung verlangt eine Ebene mit einem (rechtwin-
kligen) Koordinatensystem, mit dessen Hilfe sich jeder Punkt P der Ebene durch ein Koordinatenpaar
(xp,yp) festlegen 14Bt.

(1.6.4) Die Geradengleichung leistet dann Folgendes: Alle Punkte, die auf der Geraden liegen,
besitzen Koordinaten, die die (konkrete) Gleichung erfiillen. Alle Punkte, die nicht auf der
Geraden liegen, haben Koordinatenpaare, die die Gleichung nicht erfiillen. Die Geradengleichung
hat eine Losungsmenge, die aus genau allen Koordinatenpaaren von Punkten der Geraden besteht.

(1.6.5) Die Geradengleichung leistet noch mehr. Sie teilt die Ebene in drei Teile:

e Hat der Punkt Koordinaten (x,y) mit y>mx+b, so liegt der Punkt oberhalb der Geraden.
e Hat der Punkt Koordinaten (x,y) mit y<mx+b, so liegt der Punkt unterhalb der Geraden.

e Hat der Punkt Koordinaten (x,y), die die Gleichung erfiillen, fiir die also y=mx+b gilt, dann liegt der
Punkt auf der Geraden.

(1.6.6) Bitte halten Sie sorgféltig die folgenden Begriffe auseinander:
e Die Gerade g.
e Ein Punkt P der Geraden g.
e Das Koordinatenpaar (zp,yp) des Punktes P der Geraden g.

Ist g jetzt zu bestimmen, fithrt man das Problem routinemiiflig iiber dies Begriffssystem auf die Bestimmung
der Koordinatenpaare aller Punkte von g zurtick.

Achten Sie auch darauf, dass Sie eine entsprechende korrekte sprachliche Darstellung verwenden.

(1.6.7) Scheuen Sie sich nicht vor vertrauensbildenden eigenen Uberlegungen (Konkretisierungen) der fol-
genden Art: ”Wenn ich in y = 3z 4+ 4 die Werte x = 3 und y = 4 einsetze, dann wird 4 < 3 -3 + 4, also liegt
der zugehorige Punkt...”. Eine solche Scheu (=Bequemlichkeit?) findet sich leider allzu haufig.

!(1.6.8) Unser Resultat ist wichtig und verallgemeinerungsfihig: Man beschreibt geometrische
Figuren der Ebene, indem man ihre Punkte festlegt. Und die Punkte werden bes-
timmt durch ihre Koordinatenpaare. Und letztere legt man durch eine Gleichung
fest. Meist ist es so, dass es fiir ein und dieselbe Figur mehrere Gleichungen gibt.
Wir nennen das Gleichungsbeschreibung von Figuren. Im Rahmen der Vektorrechnung werden
wir eine weitere Beschreibungsform fiir Figuren kennenlernen.

28



O

O

Was leistet entsprechend die Parabelgleichung y = 22 ? Gehen Sie die einzelnen Schritte der Beschreibung

hierfiir durch.
Was ist entprechend eine Kreisgleichung ? Wie lautet die iibliche Kreisgleichung?

[0 Schauen Sie in einer Formelsammlung nach, welche ebenen Figuren iiblicherweise durch Gleichungen der

beschriebenen Art festgelegt werden.

!(1.6.9) Eine (nicht zur y-Achse parallele) Gerade g wird somit durch Angabe von m und b festgelegt. Wir

O

O

schreiben dies auch g=g(m,b). Die dueren Parameter m und b haben die folgende bekannte geometrische
Interpretation:

e b liefert den y-Abschnitt, also die y-Koordinate des Schnittpunktes von g mit der y-Achse. Dieser hat
die Koordinaten (0,b).

e m ist die Steigung der Geraden. Diese interpretiert sich operativ wie folgt: Geht man von einem Punkt
von g aus eine Einheit in positiver x-Richtung, dann muss man m Einheiten in y-Richtung gehen, um
auf g zu treffen.

Welcher (gewichtige) Unterschied besteht zwischen der geometrischen Interpretation von m und der von A
fir die Gleichung y = Az? + Bx + C ? Vgl. (1.5.11)
Was fiir eine geometrische Figur wird durch die Gleichung y? — 22 = 0 festgelegt? Was durch 22 +y? =r

und allgemeiner durch 2—2 + g—j =17

2

1.6.2 Formen der Geradengleichung

(1.6.10) Wir sagten bereits, dass mehrere Gleichungen zu derselben Geraden fithren konnen, so wie ver-
schiedene Rechenausdriicke zu ein und derselben Parabel fithren konnen. Einige dieser weiteren Gleichun-
gen sind deshalb wichtig, weil in ihnen andere geometrische Bestimmungsstiicke (als duBere Parameter)
auftreten. Nun kann man diese Bestimmungsstiicke entweder geometrisch umrechnen bis man m und b
erhélt oder man schreibt mit ihnen unmittelbar eine geeignete Geradengleichung auf, in der die neuen
Bestimmungsstiicke als duflere (geometrisch interpretierbare) Parameter auftreten.

(1.6.11) Wir geben die wichtigsten derartigen Gleichungen:

Ay+ Bx+C=0 Allgemeine Form
_ m: Steigung
y=mx—+b be y-Abschnitt Normalform
T,y _ a: x-Abschnitt a# 0 .
Z4+4=1 b: y-Abschnitt be 0 Abschnittsform
o B m: Steigung .
o 21,%1): Ein Punkt der Geraden )
y—y1=m(z — 1) Ein Punkt der Gerad Punkt-Richtungsform
g = m(z—m) (z1,91): Ein Punkt der Geraden g
4 ?211 i ! (z2,y2): Zweiter verschiedener Zweipunkteform
T omi—a Punkt von g.

(1.6.12) Nochmals das Szenenbild: Die Umsténde legen bestimmte geometrische Bestimmungstiicke der
Geraden fest. Man sucht und bildet diejenige Gleichung, zu der die Bestimmungsstiicke am besten passen,
und steigt damit in die Rechenarbeit ein. Bei Bedarf kann man dann die Gleichung in eine der anderen
Formen bringen und die zu dieser gehorigen geometrischen Grofien ablesen. Das alles ist weitgehend analog
zum Vorgehen bei den Parabeln.

O Wie erhilt man die Abschnittsform aus der allgemeinen? Wann ergeben sich Probleme?
O Uberlegen Sie sich selbst ein Beispiel einer einfachen Ubung zur Abschnittsform.

(1.6.13) Eine Skizze verdeutlicht auch hier die Bedeutung der einzelnen #ufleren Parameter.
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Die geometrischen
Bestimmungsstiicke
einer Geraden
m=tan(«a),b

a,b

m’(xla yl)

(x1,91), (22,92)

Diese Skizze und die Formeln aus (1.6.11) bilden das (”auswendig”) zu beherrschende Ausgangsmaterial fiir
die Behandlung der eigentlichen geometrischen und physikalischen Probleme.

(] B Rekonstruieren Sie die Skizze und die zugehorigen Gleichungen.

O B Formulieren und losen Sie jeweils einige Konkretisierungsaufgaben zu (1.6.5),(1.6.6) und (1.6.11).
(1.6.14) Ein Beispiel: Eine Gerade g habe die Achsenabschnitte ¢ = 3 und b = —4. Normalform und
Steigung? 44 + £ =1. Alsoy = %:p — 4 und damit m = %.

I Jetzt steigern wir die Komplexitit der Aufgabe, um zu zeigen, wie man derartige Gleichungen beim Prob-
lemlésen einsetzt. Das Grundmuster ist immer dasselbe.

1.6.3 Beispiele
(1.6.15) Bestimme alle Punkte der Geraden g mit Achsenabschnitten a=3 und b=-4.

Wir starten mit der zugehorigen Achsenabschnittsform £ 4 -4 = 1 und wandeln diese in die
Normalform um. Wie sind x und y zu interpretieren? Sie haben die Rolle von Unbestimmten.
D.h. sie sind mit der Aufforderung verbunden: Suche alle Paare (x,y), die eingesetzt die Gle-
ichung erfiillen. So erfiillen (0,-4) und (3,0) die Gleichung sicher. Aber es gibt weitere Lésungen
und man sucht alle. Jetzt veréindert man in der (durch Umformung entstehenden) Gleichung
y= %aj — 4 die Bedeutung der Buchstaben: Und zwar soll man x beliebig vorgeben diirfen
und kann dann ein zugehoriges y iiber die Gleichung berechnen. Das gibt jeweils eine Losung
des Problems (=Punkt auf g), gleichgiiltig wie man x wihlt. Und da zu jeder Losung genau
ein x-Wert gehort, ergibt das auch alle Losungen. Wir sagen: z erhdlt die Rolle eines freien
Parameters und y die Rolle einer abhingigen Variablen. Wihlt man etwa x=9, so folgt y=8.
Die Koordinaten (9,8) gehoren zu einem Punkt der Geraden. Also: Bei einem freien Parameter
kann man den Wert beliebig vorgeben und erhilt ein Objekt des interessierenden Typs, hier eine
Losung und damit einen Geradenpunkt. Bei einer abhéingigen Variablen wird der Wert durch das
System, hier in Form der Gleichung bestimmt, nachdem eventuelle freie und duflere Parameter
festgelegt sind.

(1.6.16) Bestimme alle Tangenten an die Parabel y=x2.

Wir wissen: Gemeint ist die Parabel, deren Punkte Koordinatenpaare besitzen, die die Gleichung
l6sen. Tangenten sind Geraden. Zur Festlegung wihlen wir die Punkt-Richtungsformel. Denn
wir wissen: Jede Tangente muss durch einen Parabelpunkt gehen. Und die Steigung der Tangente
folgt iiber die Ableitung zu y’(z) = 2z. Nun haben wir es aber nicht mit einer Geraden zu tun,
sondern mit vielen. Zu jedem Punkt der x-Achse (freier Parameter) gehort ein Punkt der Parabel
mit Koordinaten (x,x?) und Steigung m=2x.
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Beim Einsetzen in die Punkt-Richtungsformel ergibt sich ein unangenehmes Problem. Der
Buchstabe x hat jetzt zweierlei Bedeutung! Einmal bezeichnet er das x der Geradengleichung
und zum anderen bezeichnet er den freien Parameter zur Festlegung des Parabelpunktes! Ein
so entstehendes gefihrliches Durcheinander ist unbedingt durch eine Bezeichnungsin-
derung aufzulosen, etwa durch Umbenennung der Parabelpunkte. Der Parabelpunkt auf der
Geraden soll (z1,71) = (v1,2%) genannt werden. Die zugehorige Steigung (der Tangente) ist
m=m(x;) = 2z;. Dann ist m wieder eine abhéingige Variable. Jetzt konnen wir in die allgemeine
Punkt-Richtungsformel einsetzen und finden:

Zu x; gehort die Tangente mit der Gleichung y — 27 = 21 (2 — 1)
Der freie Parameter x; gibt den Fuflpunkt des Beriihrungspunktes der Tangente.

(1.6.17) Wir erhohen die Komplexitit der Aufgabe nochmals:
(1.6.18) Unter der Normalen (an die Parabel zum Punkte (x;,2?) verstehen man die Gerade durch diesen
Punkt, die senkrecht auf der zugehorigen Tangente steht. Die Normale hat im Parabelpunkt (a,a?) die
Steigung —% .

Unsere abschlieBende Aufgabe zur ergéinzenden Ubung:

[0 Bestimme alle Punkte der Parabel, fiir die der x-Abschnitt der Normalen die dreifache Linges des x-
Abschnittes der Tangente besitzt. (Dazu sind weitere Rollenwechsel erforderlich. Skizze machen.)

O Noch eine weitere Geradengleichung: Fillen Sie vom Ursprung des Koordinatensystems aus das Lot auf die
Gerade. Das Lot habe die Linge d. Weiter sei 8 der Winkel, den das Lot mit der positiven 1-Richtung
bildet. Beschreiben Sie eine beliebige Gerade g, die nicht durch den Ursprung geht, durch eine Gleichung,
die durch d und S festgelegt wird.

O Wie gehen Sie vor/sollten Sie vorgehen, um sich alle Formeln aus (1.6.11) zu merken? Koénnen Sie diese
Fomeln jetzt rekonstruieren? Welche davon wiirden Sie als zentral bezeichnen, wie folgen die iibrigen?
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Kap.1.7: Die Tiefe des Wasserbeckens

Formeln kénnen als Einstieg in die Behandlung komplexerer Probleme dienen. Dabei sollte man
gewisse Routinepunkte beachten. Und man bendtigt grundlegende mathematische Techniken -
im Beispiel die der Geradenbeschreibung. Hinzu kommt ein ausreichendes Rollenbewuftsein
wdhrend des gesamten Verlaufs der Aufgabenbehandlung. Wir besprechen ein Beispiel aus der
geometrischen Optik.

(1.7.1) Das Problem: Wir schauen von oben in ein Wasserbecken, auf dessen Boden eine Miinze liegt, und
beobachten, dass sich die scheinbare Tiefe des Beckens mit dem Blickwinkel éndert, dass diese Tiefe geringer
erscheint als die tatsdchliche geometrische Tiefe. Dies Phiénomen soll physikalisch verstanden werden. Die
zugehorige Frage: Wie grofl ist die scheinbare Tiefe des Wasserbeckens?

(1.7.2) Angelpunkt der Behandlung dieser Aufgabe ist eine Formel, das (physikalisch bestéitigte) Brechungs-
gesetz. Es beschreibt, wie sich die Richtung eines Lichtstrahles éindert, wenn dieser eine Grenzfliche zwis-
chen zwei (sonst homogenen) Stoffen passiert, hier die Grenzfliche zwischen Luft und Wasser. Winkel werden
dabei immer von der Normalen der Grenzfliiche aus gemessen:

Das Brechungsgesetz
n; sin(ay) = ng sin(as) n1,ne Brechungsindizes der beiden Medien
a1, Einfalls- bzw. Ausfallswinkel

Normale
Ein Lichtstrahl trifft die Grenze
zwischen den Medien 1 und 2 n
unter dem Einfallswinkel £ und 1 /\
verldft die Grenze unter dem e
Ausfallswinkel a.. Das
Brechungsgesetz liefert G renze

die Beziehung zwischen den
beiden Winkeln.

o N-

|

. (1.7.3) Wir behandeln das Problem in mehreren fiir derartige Aufgaben typischen Schritten:

1. Wir entwickeln eine qualitative Beschreibung des Sachverhaltes (mit Hilfe einer Skizze).

2. Wir wandeln die qualitative Beschreibung in eine quantitative um.

3. Wir stellen zugehorige Formeln zusammen und nehmen die situtionsspezifische Rollenzuweisung vor.

4. Wir versuchen, das entstehende mathematische Bestimmungsgleichungsproblem exakt zu losen und
fithren Vereinfachungen durch.

5. Interpretation und Veranschaulichung des Resultates.

(1.7.4) Zu 1.) Es treten zwei Geraden auf: a) Der Lichtweg in der Luft vom Auge zum Auftreffpunkt
auf der Wasseroberfliche sowie dessen geometrische Verlingerung ins Wasser hinein. Und b) der Lichtweg
im Wasser vom Auftreffpunkt bis zur Miinze sowie der zugehorigen Verldngerung in die Luft. Das Auge
verldngert den eingehenden Strahl geradlinig ins Wasser hinein.
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(1.7.5) Das Auge nimmt aber nicht nur einen einzigen Strahl auf, sondern ein ganzes Strahlenbiischel,
das von einem Punkte der Miinze startet. Die Verlingerungen dieser Strahlen ins Wasser hinein miissen
sich ndherungsweise wieder in einem Punkt treffen. Tun sie das, so erscheint der Miinzpunkt dem Auge
virtuell an diesem Punkt! Das Problem besteht daher darin, Existenz und Lage dieses virtuellen
Schnittpunktes zu bestimmen!

Auge

Wasseroberflache

gesuchter Wasseroberflache

Schnittpunkt

—, Wahrer Ort Wahrer Ort X

(1.7.6) Zu 2.) Wir betrachten zunfichst nur einen einzigen Strahlengang von der Miinze zum Auge, der
Einfachheit halber in einer festen Ebene. Wir fiihren Koordinaten ein mit dem Ursprung am Ort der
Miinze. Der betrachtete Strahl treffe die Oberfliche im Punkt P mit Koordinaten (w,T). D.h. T ist die
physikalische Tiefe des Beckens. w gibt an, wie weit der Punkt P der Wasseroberfléiche von der (vertikalen)
2-Achse entfernt ist. Diese Koordinatenachse liefert den Blick von oben auf die Miinze. Weiter sei € der
Einfallswinkel des Strahles. Dieser Strahl liuft in der Luft unter dem Ausfallswinkel a weiter, um schliellich
ins Auge zu gelangen. Wichtig ist die riickwiirtige Verléingerung des Strahls ins Wasser hinein. Diese treffe
die 2-Achse des Koordinatensystems im Punkte Q mit Koordinaten (0,H). Dann wird S=T-H (ungefihr) die
scheinbare Tiefe des Beckens sein. Ungefiihr, weil der oben besprochene virtuelle Punkt nicht direkt iiber der
Miinze liegen muss, seine scheinbare Lage kann auch seitwirts verschoben sein. Die beiden Brechungsindizes
Dwasser = 1.33 und np,pe = 1 sind feste dulere Parameter. Die Bestimmung des scheinbaren Miinzortes
ist unser Problem.

[0 Zeichnen Sie die beiden Gréflen T und S selbst in die Figur ein. Welche Rolle hat T in dieser Aufgabe?
Welche hat S?
(1.7.7) Zu 3). Der von der Miinze ausgehende Strahl wird (in der Ebene) durch den Einfallswinkel
festgelegt. D.h. ¢ ist unabhiingige Verdinderliche. Damit ist P offensichtlich bestimmt. P wird durch w
festgelegt, wir benotigen w=w(e) als abhéingige Veréinderliche. Jetzt legt das Brechungsgesetz den Aus-
fallswinkel o = a(e) fest. Mit P zusammen bestimmt dieser Winkel iiber die Punkt-Richtungsformel die
Lichtgerade in der Luft. Deren Schnitt mit der y-Achse ist gesucht in Form des Achsenabschnittes H. Die
soeben beschriebenen Rollenzuweisungen muss man sich vor oder spitestens wihrend der Aufgabenbehand-
lung einpridgen. Man hat sie wihrend der gesamten Rechnung zu beachten.
Welche Formeln stehen zur Verfiigung?

— — ~ — —_ DWasser
w= Stan(e) | w=Ttan(e) | sin(a) = nsin(e) = st

Dreieck QDP | Dreieck ODP | Brechungsgesetz | Brechungsindex

Hinzu kommt die Beziehung zwischen den eingefiihrten Bezeichnungen.

Der Brechungsindex n ist duflerer Parameter. Er behélt iiber den gesamten Aufgabenbereich einen konstanten
Wert. Und jede zuléssige Werteinsetzung gibt eine eigenstiindige Aufgabe ( Miinztiefe in einer anderen
Fliissigkeit).

(1.7.8) Zu 4) aus (1.7.2). Das rechnerische Vorgehen ist bei vorhandenem Rollenbewufitsein klar: Die erste
Gleichung nach S umstellen, w iiber die zweite Gleichung und « iiber die dritte hinauswerfen. Das gibt
S=S(eg) mit zusitzlicher Abhéngigkeit vom &ufleren Parameter n.

Das nachzuvollziehende Ergebnis :

_ tan(e) . 1—n?sin?(e)
S= tan(asn(nsin(e)) — T n cos(e)
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Die erste Form folgt sofort, die zweite verlangt etwas Rechnung. (Hinweis: Verifizieren Sie tane = %
—sin~<(e

und sin(asn(nsin(e))) = nsin(e)) . Damit folgt das Resultat.)

(1.7.9) Beachten Sie: Die Beckentiefe T bietet sich als systembezogene Lingeneinheit an! D.h.
auftretende Léngen werden moglichst als Vielfache von T geschrieben. Die angegebene Formel ist bere-
its entsprechend formuliert: T mal ein reiner Zahlfaktor.

(1.7.10) Fiir sehr kleine £ wird die Miinze scheinbar senkrecht iiber dem Ursprung liegen. Dann ist
niherungsweise (wie wir in Teil 2 genauer diskutieren) sin(e) = ¢ und tan(asn(nsin(e)) = ne. Damit folgt
fiir den senkrechten Blick bereits S:%T fiir die scheinbare Tiefe. Unter den gegebenen Umstédnden ist n>1,
d.h. die scheinbare Tiefe ist geringer als die wahre. Fiir Wasser mit n ~ 1.33. folgt % = 0.75. Beachten Sie
die Niitzlichkeit der eingefiihrten systembezogenen Einheit!

(1.7.11) Aber wir kénnen auch exakt rechnen. Zunéchst bestimmen wir die Gleichung der Luftgeraden
(in Normalform y=mx+b, einschlielich der Verléngerung ins Wasser). m und b werden durch e festgelegt.

Wegen b=H=T-S erhalten wir b = b(¢) sofort. M folgt iiber m = % = 2 1 wieder aus

T tan(e) tan(asn(nsin(e))

den Ausgangsgleichungen. Ergebnis:

m(e) _ \/1-n? sin?(e) b(&) —T {1 _ y/1-n? sin?(e) }

nsin(e) n cos(e)

(1.7.12) Damit liegt fiir jeden Startwinkel € die Gerade des zugehorigen Luftstrahles fest! Wir wihlen zwei
benachbarte (vom gewiihlten Miinzpunkt ausgehende) Strahlen , also deren e-Werte. (So benachbart, dass
beide zugehorigen Strahlen ins Auge gelangen). Wir fragen nach dem Schnittpunkt dieser beiden Geraden
und bilden dann den Grenzwert gleichen Winkels. (Das sollte den scheinbaren Miinzort festlegen!) In Teil
2 werden wir mit den Methoden der Analysis sehen, wie sich dieser Grenzwert der Schnittpunkte leicht
bestimmen l:éft. Das Ergebnis ist ein Punkt V mit Koordinaten (zv,yy), der durch folgende Formeln
gegeben wird:

Xy = be) _ T(n2 -1) tan3(€) yv = m(e)zy + b(e).

T m/(e)

Beachten Sie: Nur die erste Gleichheit erfordert einen Vorgriff auf die Resultate von Teil 2 des Kurses. Geméf3
diesem vorweggenommenen Resultat sind zwei Ableitungen zu bilden. Die Erstellung der gegebenen einfachen
Endform fiir xy verlangt allerdings einige Rechnung. xy gibt die Horizontalabweichung des scheinbaren
Miinzortes. Und T — yy die scheinbare Tiefe.

Damit haben wir eine Parameterdarstellung fiir den virtuellen scheinbaren Ort der Miinze. Ein Defizit:
DerAufgabenstellung geméifler wire es, den Ausfallswinkel « anstelle des Einfallswinkels ¢ vorzugeben. Aber
das léBt sich mit Hilfe des Brechungsgesetzes bewerkstelligen.

Fiihren Sie die ausgelassenen Zwischenrechnungen aus.

Lassen Sie (ein geeignetes Computerprogramm) fiir einige Werte von n die Ortskurve der scheinbaren
geometrischen Orte der Miinze zeichnen. Das nachfolgende Bild gibt die Figur fiir n=1.33, also den Wasser-
Luft-Ubergang. Die Wasseroberfliche liegt bei y=1 (D.h. H ist Einheit!). Der wahre Miinzort ist der
Ursprung. Bei sehr flachem einfallendem Strahl scheint die Miinze daher direkt unter der Oberfliche zu
liegen.
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Behandeln Sie nach demselben Muster die folgende Aufgabe: Gegeben ein Punkt A im Luftbereich. Wie
sieht der Lichtweg aus, der diesen Punkt mit einem Punkt im Wasserbereich verbindet. (Der Ursprung kann
in letzteren gelegt werden.) Was sind jetzt die unabhéingigen Variablen? Welche Rolle hat ¢ jetzt ?)
Schreiben Sie ein Basic-Programm, bei dem Sie mit der Maus die Augenposition (in der Luft) festlegen und
das dann den zugehorigen Lichtweg vom Auge zu einem festen Punkt im Wasser zeichnet. Sowie optional die
Verlangerung des Luftweges ins Wasser hinein. (Achtung: Nach jeder Mausbewegung muss der Bildschirm
mit dem alten Weg gelochst werden! Benutzen Sie das Resultat der vorangegangenen Aufgabe.)

(1.7.13) Zusammenfassung. Wir haben in diesem Teil eine anspruchsvollere Formelanwendung be-
sprochen. Gehen Sie dazu nochmals die in (1.7.3) gegebene Aufteilung der Problemlésung in Einzelschritte
durch. Unterschitzen Sie nicht die Bedeutung der ersten drei Schritte zur Vorbereitung der Problemls-
sung. Die Ausfithrung von Problemlésungen scheitert ebenso hiufig an fehlendem Problemverstindnis wie
an rechentechnischen Unzulénglichkeiten.

35



Kap.1.8: Probleml6sung und
Rollenkonzept

Wie arbeitet man sich in eine gegebene Aufgabe, eine Problemsituation ein, die nicht vom Rou-
tinetyp ist? Neben den elementaren mathematischen Techniken, von denen einige besonders
wichtige in den vorangegangenen Teilen vorgestellt wurden, gibt es weitere unterstitzende Hil-
fen, die traditionellerweise nicht zum mathematischen Lehrstoff gezihlt werden. Wir sind dem
Rollenkonzept bereits mehrfach begegnet und haben gesehen, wie es bei der Behandlung von An-
wendungsproblemen auftritt. Jetzt soll es etwas systematischer eingefithrt und zusammengefasst
werden.

(1.8.1) Wie geht man vor, wenn man mit einer Aufgabe konfrontiert ist, die nicht vom Routinetyp ist, aber
auch keine reine Denksportaufgabe? Also nicht einfach die Losung einer quadratischen Gleichung bestimmen,
sondern ein Problem von der Art der Wasserbeckentiefe behandeln. Oder auch selbstéindig eine Formel finden
wie im Falle der Binomialformel.

(1.8.2) Das zu empfehlende Vorgehen ist weitgehend analog zur Planung eines gréfieren Marsches durch
unwegsames Geldnde. (Achtung, diese Analogie soll spiter als Gediichtnisstiitze dienen!). Entsprechend
stellen wir uns drei groflerer Fragen:

e Kann man den Weg in Abschnitte aufteilen, insbesondere, kann man gewisse bekannte Wegstrecken
abtrennen? (Modulares Arbeiten)

e In welche Richtung soll man sich bei Beginn der einzelnen Wegstrecken wenden? (Rollenzuweisung)

e Was weifl man tiber das Aussehen des jeweiligen Endzieles? (RollenbewuBtsein, Endform)

Wir haben den Punkten jeweils ein Stichwort angefiigt, das die zugehorige Leistung im mathematischen
Bereich charakterisiert und das wir nachfolgend verwenden wollen. Damit man diese Fragen sinnvoll angehen
kann, ist eine Einarbeitung in die Aufgabe, so wie sie in den ersten drei Schritten von (1.7.3) beschrieben
wurde, fast immer erforderlich.

1.8.1 Modulares Arbeiten

(1.8.3) Fiir bestimmte immer wieder auftretende Probleme verwendet man Schemata, die einem effizient und
gesichert ein bestimmtes Resultat liefern, sofern gewisse Voraussetzungen erfiillt sind. Wichtige Schemata
dieser Art findet man besonders auch in den Computeralgebraprogrammen wieder. Einige Beispiele:

e Losung einer quadratischen Gleichung iiber die p-q-Formel wie eingefiihrt.

e Bestimmung einer Geraden durch Wahl einer geeigneten Geradengleichungsform und Festlegung der
zugehorigen Bestimmungsgrofien

e Distributives Ausrechnen eines Produktes nach der Regel Jeder mit jedem unter Verwendung einer
Schreibweise, die effiziente Bilanzierung erlaubt.

(1.8.4) Solche Schemata lassen sich bausteinartig zur Problemlsung einsetzen. Beachten Sie, dass Schemata
Verzweigungen enthalten konnen, wie Beispiel b) zeigt: Es konnen mehrere Wege zum Ziel fithren und Sie
miissen begriindet entscheiden, beurteilen, welchen Weg Sie wihlen.

Entwickeln Sie ein Schema, das Folgendes leistet: Gegeben eine Gerade g und ein Punkt P auf dieser Geraden.
Bestimme die Normale zur Geraden (=dazu senkrechte Gerade) durch diesen Punkt. Einstiegsfrage: Wie
sollte man g und P quantifizieren? Diese Quantifizierung ist dann als gegeben anzusehen und muss die
Geradengleichung festlegen.

(1.8.5) Teilweise kann man Schemata nutzen, ohne sie selbst bewiesen oder verstanden zu haben. Nehmen
wir als Beispiel das im Zusammenhang mit dem Brechungsgesetz in (1.7.12) benutzte Schema: Gegeben eine
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Schar von Geraden y = m(e)x + b(e). Gesucht der Grenzwert der Geradenschnittpunkte (zg(e),ys(e)) fiir
gleichen Wert von e. Die Antwort wird durch die Formel zg(c) = —:;;,((EE)) gegeben. Mit Hilfe dieser Formel
kann man das Resultat bestimmen, ohne den Weg dahin, den Beweis, zu kennen.

Losen Sie jetzt modular - durch Zusammenfiigen der soeben gegebenen Formel mit dem Resultat der vor-
angegangenen Frage - folgendes Problem: Gegeben eine Funktion y = f(z), etwa y = 22. Bestimme zu einem
Punkt (z, f(x0)) des Graphen den zugehorigen Krilmmungskreis. ( Dazu muss man die Normale zu dem
Graphenpunkt mit der Normalen zu einem benachbarten Punkt auf dem Graphen schneiden und dann zum
Grenzwert gleicher Punkte iibergehen! Der Kriimmungskreis wird durch Mittelpunkt und Radius festgelegt.
Wie erhilt man beides?)

Inwieweit ist die Fahigkeit zum modularen Denken besonders fiir den Umgang mit Computeralgebrapro-
grammen wichtig? Wie wird man mit Hilfe solcher Programme Gleichungen losen, Kurven oder Flichen
zeichnen, Ableitungen bilden usw.? Identifizieren und analysieren sie mindestens drei Schemata genauer, die
in Computeralgebraprogrammen auftreten. ( Etwa: solve, simplify und factor ).

Eine Konsequenz des Modulkonzeptes: Sehen Sie es nicht als besonders erstrebenswert und selb-
stverstédndlich an, dass Beispielaufgaben immer vollstdndig und linear vorgefiihrt werden! Eine solche Er-
wartungshaltung ist teilweise so stark ausgeprigt, dass Auslassungen sofort als unzuldngliche didaktische
Fihigeit (des Lehrenden) kritisiert werden. Fiir den jeweiligen Zweck des Beispiels unwesentliche modular
abtrennbare Teile konnen, ja sollten durchaus ausgelassen werden. Fiir jegliche Arbeit mit Computern ist
eine derartige modulare Aufbereitung von Beispielen eine wichtige Voriibung.

Weitere Beispiele: Anwendung des Binomialsatzes zur Auswertung etwa von (1-x2)° anstelle von unmit-
telbarem distributiven Rechnen. Der Unterschied im Aufwand ist hier betréichtlich!

Die rechnerische Bestimmung einer Geradengleichung iiber die Zweipunkteformel. (Anstelle eines Ansatzes
y=mx+b mit rechnerischer Bestimmung von m und b.)

1.8.2 Das Rollenkonzept bei gegebener Formel

(1.8.6) Wie geht man ein Problem an, wenn man iiber kein fertiges Lésungsschema verfiigt?
Wir wollen einen besonders wichtigen Spezialfall diskutieren, ndmlich den, dass man erwartet, die Losung
mit Hilfe einer oder mehrerer zugehoriger Formeln zu erhalten. Das Wasserbeckenproblem war von dieser
Art, das Brechungsgesetz die heranzuziehende Formel.

(1.8.7) Dann muss man die spezifische Problemsituation mit den Formeln verbinden und wir
haben bereits mehrfach gesehen, dass bei dieser Verbindung die Buchstaben der Formeln zusétzliche Be-
deutung erhalten. Und diese Bedeutung gibt an, in welcher Richtung man mit seiner Arbeit zu gehen hat,
wie das Problem weiter zu behandeln ist! Erhilt ein Buchstabe die Rolle eines dufleren Parameters, ist die
weitere Behandlung eine ganz andere, als wenn er die Rolle einer Unbestimmten oder einer freien Variablen
erhielte. Fiir alle diese Begriffe haben wir Beispiele besprochen!

(1.8.9) Nachfolgend geben wir eine Zusammenstellung der wichtigsten Rollen mit Kurzbeschreibung. Nochmals:
Wenn Sie unsere bisherigen Probleme nicht alle miihelos gelost haben, sollten Sie sich die unterschiedlichen
Rollen gut einpriigen und dann bei Beginn einer Problembehandlung fiir die auftretenden Groflen nach der
Rollenzuweisung fragen.

Schematische Ubersicht zu den im Formelbereich auftretenden Rollen.
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Bezeichnungsbereich

Struktur liegt fest, Ziel ist Berechnung
(Quantifizierung).

A Konstante Fester Wert - feste Struktur, stets verfiigbar.
Niitzliche abkiirzende Bezeichnung.
Eventuell inhaltlich interpretierbar.

A Bezeichnungsgrofie

A Hilfsgroflie

FEingabebereich
A Freie Variable

Jede einschligige Einsetzung ist zuliissig.
Insbesondere sind Termeinsetzungen relevant.

" Jede Werteinsetzung bestimmt zugehorige
A AuBlerer Parameter . . . .
Problemeinsetzung. Ziel: Werteinsetzung in Endresultat

A Freier Parameter Z#hlt die Objekte einer problemrelevanten Menge .
auf. Namensgebung dieser Objekte

Das Problem verlangt Bezichung und Vergleich
A Unabhingige Variable der erfafiten Grofe fiir unterschiedliche Werte.
Der Bearbeiter darf den Wert wihlen

Erfa3t und benennt Objekte innerhalb

einer Rechenoperation

A Stumme Variable

Ausgabebereich

Nicht der Bearbeiter, sondern das System

A Abhéngige Variable legt den Wert fest.

Verarbeitungsbereich

Thr Wert ist durch Bedingungen festgelegt
A Unbestimmte oder eingeschrinkt, aber nicht bekannt.
Ziel ist die Bestimmung zuléssiger Werte.
Einsetzen der Losung in die Gleichung gibt

A Lo i GL
osung (einer ) eine giiltige (wahre) Aussage, mit der man arbeiten kann.

| Gehen wir die angefiihrten Rollen einmal durch:
(1.8.10) Bei der Aufgabe zur Beckentiefe haben wir zunéchst eine geometrische Skizze gemacht und in ihr
eine Reihe von Groflen mit Buchstaben bezeichnet. Zuerst ohne weitere Spezifikation. T,H und S etwa
bezeichneten die Léngen dreier wichtiger Strecken. Diese drei Buchstaben erhielten die Rolle von Bezeich-
nungsgrofen. Sie bezeichneten Dinge, mit denen wir weiter arbeiten wollten. Vgl. auch die Einfiihrung der
Binomialkoeffizienten in (1.3.4) und die Definition (1.4.1) von § als Bezeichnung der Losung von bx=a. .

Welche Buchstaben soll man zur Bezeichnung wihlen? Man findet zwei Trends. Der eine geht

von den mathematischen Rollen aus, bezeichnet Unbestimmte mit x,y,z,..., &uflere Parameter mit a, natiir-
liche Zahlen mit n usw. Fiir einen allgemeinen Bruch wiirde man vorzugsweise ¢ oder £ schreiben, nicht aber
2. Der andere, besonders auch in der Physik beliebte Trend geht von den Bedeutungen und verbalen Beze-
ichnungen aus, fiir die das Bezeichnungssymbol eine moglichst gedéichtnisstiitzende Abkiirzung liefern soll.
Einen Bruch schreibt man dann gerne £, um an Zihler und Nenner zu erinnern, ohne dass z Unbestimmte
sein muss. Die jeweilige mathematische Rolle ist zusétzlich zu merken, wihrend im ersten Fall die Bedeutung
zusétzlich zu merken ist. Sie sollten beide Methoden kennen, verstehen und auch beide verwenden!

0O Uberlegen Sie sich wenigstens 5 Buchstaben, fiir die von Seiten der Physik die Tendenz einer bestimmten
Bedeutungsfestlegung besteht. Etwa t fiir "Zeit".
(1.8.11) Eine Konstante dagegen gehort zu einer vereinbarten Bezeichnung fiir viele Aufgaben, die meist
auch ohne ausdriickliche Nennung festliegt. Man denke an die Kreiszahl 7.
(1.8.12) Fiihrt man eine abkiirzende Bezeichnung fiir einen lingeren Ausdruck ein, dann erhilt dieser
Buchstabe die Rolle einer Hilfsgrifse.
Formt man das Brechungsgesetz um zu sin(az) = nsin(e;) mit n = &, dann hat n die Rolle einer HilfsgroBe.
n ist abkiirzende Bezeichung fiir Z—; und man darf jederzeit riickeinsetzen. Zu einer Hilfsgrofle gehort also
eine Definitionsgleichung, die festlegt, wie man diese Grofie aus den durch die Problemsituation gegebenen
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GroBen erhélt. Der weitere Umgang mit einer solchen Gleichung ist ein vollig anderer als der mit einer
Bestimmungsgleichung. So ist n! eine abkiirzende Bezeichnung des Produktes 1-2 - ... - n.

(1.8.13) Die Rolle der freien Variablen haben wir im Zusammenhang mit dem Distributivgesetz kennengel-
ernt. Fiir sie sollte und kann man andere Terme - nicht nur Zahlen - einsetzen, um so neue giiltige Formeln
(wie die Binomialformeln) zu erhalten. Ebenso haben die Buchstaben in den Rechenregeln (1.4.6) fiir Briiche
die Rolle freier Variabler.

(1.8.14) Anders steht es mit der extrem wichtigen Rolle des dufleren Parameters. Jede Wertwahl bes-
timmt hier eine eigenes zugehériges Problem (”desselben Typs”). Und man zielt darauf ab, alle diese
Probleme auf einen Schlag durch allgemeine Rechnung zu losen. Beispiel: Quadratische Gleichungen. Die
Rolle des dufleren Parameters legt also eine ganz bestimmte Startrichtung des Denkens fest ebenso wie
Vorstellungen iiber die anzustrebende Endform des Resultates.

(1.8.15) Ein freier Parameter (nicht freie Variable!) dagegen bezieht sich auf ein und dieselbe Aufgabe.
Seine Werte beschreiben Dinge, die in derselben Aufgabe auftreten. Beschreibt man beispielsweise eine
Gerade durch eine Gleichung des Typs y = ma + b, dann legt jede Wahl von x einen Punkt dieser Geraden
fest. Die Bildung (x, ma + b) liefert die Koordinaten diese Punktes. x ist so etwa wie ein (mathematischer)
Name fiir den Punkt. Bei Bedarf darf man innerhalb der Aufgabe geeignete Werte einsetzen.

(1.8.16) Eine unabhingige Variable ist etwas mehr als ein freier Parameter. Hier will man nicht nur die
interessierenden Dinge aufzidhlen und benennen, sondern man will sie zusétzlich in Beziehung zueinander
setzen, sie etwa vergleichen, ihre Differenz bilden usw. Kurz, man will die Objekte nicht nur benennen,
sondern mit mehreren von ihnen gemeinsam rechnen. So wollten wir im Beckentiefeproblem den Schnitt
mehrerer Lichtgeraden bestimmen. Diese wurden durch die Gleichungen y = m(e)x + b(e) festgelegt. Hier
hatte € die Rolle einer unabhéngigen Variablen. Ziel war es, den Schnitt voneinander verschiedener Geraden
bestimmen und dann zum Grenzwert gleicher Geraden iiberzugehen. D.h. mit mehreren Geraden wurde
gemeinsam gerechnet und natiirlich gehodrten alle Geraden zu ein und derselben Aufgabe.

y dagegen erhiilt die Rolle einer abhdngigen Variablen. Hier bestimmt das erfaflte System, die Gerade, welcher
Wert ausgegeben wird. Entsprechend ist beim Brechungsgesetz sina = nsinf folgende Rollenzuweisung
moglich: 8 unabhéngige Variable, deren Wert vom Bearbeiter vorgegeben werden kann, n duflerer Parameter
und « abhiingige Variable, die iiber das System, reprisentiert durch die Formel festgelegt, bestimmt wird.
Hier liegt es dann nahe, nach a aufzultsen, also zu a = asn(nsinf) iiberzugehen.

Je nach Problemsituation kann es zum Brechungsgesetz noch andere Rollenzuweisungen geben. Uberlegen
Sie sich einige davon mit zugehoriger physikalischer Aufgabenstellung.

(1.8.17) Hat man eine Grofle bezeichnet, von der man weif}; dass sie bestimmte Eigenschaften hat, deren
Wert man aber noch nicht kennt, dann erhélt diese Groe die Rolle einer Unbestimmten. Im Zusammenhang
mit der quadratischen Gleichung sind wir diesem Rollentyp begegnet. Man beginnt mit einem quadratischen
Ausdruck, spezifiziert die Variable als Unbestimmte und erhilt eine quadratische Gleichung, die - nach
Aussondereung eventueller Sonderfille - in die Normalform zu bringen ist und die schliellich iiber die p,g-
Formel gelost wird. Die einzuschlagende Richtung des Denkens ist hier klar: Alle Objekte, die die geforderten
Eigenschaften besitzen, sind zu bestimmen. Damit ist auch die Endform einer solchen Aufgabenteiles klar:
Angabe oder Aufzidhlung aller gefundenen L6sungen.

(1.8.18) Von der Rolle der Unbestimmten zu trennen ist die Rolle der Lisung (einer Gleichung). Weil man,
dass eine bestimmte Grofle Losung einer Gleichung ist, dann darf man diese Gleichung fiir die Losung
als giiltige Beziehung verwenden und damit arbeiten. Beispielsweise kann man Gleichungsumformungen
vornehmen und iiber die Gleichung interessierende Terme ausrechnen.

Nehmen wir an, Sie hitten herausgefunden, dass a = w3 — 3w™3 — 3 mit w = % + %x/ﬁ eine Losung
der Gleichung (z + 3)3 + 72 = 8 ist, und Sie benstigen die Grofie (a + 3)2. Auswerten dieses Ausdrucks mit
Hilfe des Binomialsatzes ist recht mithsam. Aber die Gleichung (a + 3)® = 8 — 7a ist giiltig. Und das gibt
sofort das Resultat (a + 3)3 = —18T — I1,/597.

Eine Bestimmungsgleichung wird nur fiir Losungen zur giiltigen, nutzbaren Gleichung! Sonst ist sie zunéchst
nur eine Aufforderung nach bestimmten Objekten zu suchen.

1.8.3 Die Endform

Im Anschluf} an die eigentliche Problemlssung sind meist noch eine Reihe von Arbeiten zu erledigen, die
wir abschlieBend ansprechen wollen. Wir nennen drei Punkte: Stimmigkeit, Resultatwiedergabe und Kom-
mentare.
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(1.8.19) Stimmigkeit. Hat man wirklich das urspriinglich gefragte Problem gelsst, alle zugehorigen
Punkte erfafit oder bleiben Liicken? Zumindest sollte man den Aufgabentext mit dem durch die Ldsung
erworbenen Wissensstand nochmals durchgehen. Besitzt man Kontrollen, etwa in Form beherrschter
Spezialfille oder Vergroberungen? Ist die Antwort vollstéindig? Erfasst sie beispielsweise sdmtliche zuléssi-
gen Fiille beteiligter duflerer Parameter? Obwohl die Ausfiihrung dieser Punkte meist ausgesprochen einfach
und naheliegend ist, unterbleibt sie vielfach, selbst wenn manifester Unfug als Resultat angeboten wird.
(1.8.20) Resultatwiedergabe. Das Resultat sollte in verniinftiger Form angegeben werden: Einerseits
vollstindig (so dass man nicht Teile mithsam im eigentlichen Losungstext suchen muss) und andererseits
in iiberlegter Endform. D.h. so, dass man damit modular weiterarbeiten kann, dass man das Resultat
in einem anderen, grofleren Zusammenhang einsetzen kann. Fiir typische physikalische Aufgaben heifit
das vielfach: Zunichst die allgemeine Losungsformel mit dufleren Parametern angeben und dann erst den
eventuellen zugehorigen numerischen Wert. Und die Losungsformel selbst sollte auch wieder eine durchdachte
Form haben. Etwa: Typische Konstante mit der gesamten Einheit mal Zahlfaktor. Und ein Rechenausdruck
wie 3a + 14a? 4+ 9a — 2a? sollte nie ohne ganz besonderen Grund in einer Endform auftauchen. Dort sollte
12a(a + 1) stehen.

(1.8.21) Kommentare. Vielfach hat man beim Losen der Aufgabe noch ergénzende oder iiberraschende
Beobachtungen gemacht, die nicht direkt zur urspriinglichen Aufgabenstellung gehoren, aber nahe liegen.
Dann wird man noch ergéinzende Kommentare hierzu anbringen.

(1.8.22) Nehmen wir etwa die Aufgabe aus (1.8.4). Eine die genannten Anforderungen erfiillende Antwort
kénnte wie folgt aussehen:

Hat der gegebene Punkt die Koordinaten (xp,yp) und die Gerade die Steigung m, dann wird die
gesuchte Normale durch folgende gleichung festgelegt: y=yp — %(m —zp).

Kommentar: Es ist nicht notig, dass P auf der Geraden liegt, wie gefordert. Die Formel gilt
allgemein.

Die Formulierung des Resultates zielt auf modularen Einsatz, weil nicht gesagt wird, wie - etwa iiber
welche Geradengleichung - man yp und m erhilt. Nur die Groflen selbst, ihre resultierenden Werte, werden
benotigt.

(1.8.22) In Computeralgebrasystemen gibt es eine Reihe von Befehlen we ”simplify” oder ”expand” oder
”factor” mit denen man Rechenausdriicke in Hinblick auf eine gewiinschte Endform bearbeiten kann.
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