2.10.09

Einleitend wurde am Beispiel des Pendels die allgemeine Struktur physikalischen Vorgehens etwas er-
ldutert und insbesondere diskutiert welche zentrale Rolle die Bahnkurven von Massenpunkten dabei spielen,

Die Ableitung wurde als Anderungsrate interpretiert (Unterschied Rate - Quote)

Beim ebenen Pendel ist die Winkelfunktion t— «(t) = (Auslenkwinkel zur Zeit t). von zentraler
Bedeutung. Kennt man sie, so folgt die Bahnkurve iiber #(t) = Lé,-(a(t)).

Danach die folgenden Ubungsaufgaben mit drei Schwerpunkten:

e Einarbeiten in die jeweilige Aufgabe - was héufig nicht ausreichend geschieht
e Entwickeln einer Losungsstrategie
e Losungsarbeit

e Formulierung des Resultates (nicht extra lang, ohne triviale Schritte aber korrekt und die Fragen
beantwortend)

Ein Teil der Losungen folgt im Anschluss an die Auf-
gaben!

B 1) Fiir ein ebenes Pendel sei die Zeitabhéngigkeit des Ausschlagwinkels t—— «(t) gegeben. Bestimmen
Sie die zugehorige Bahnkurve 7(t), die vektorielle Geschwindigkeit 0(t) = %f’(t) und deren Betrag v(t)=|v(t)|.
Wie erhélt man etwaige Umkehrpunkte?

M2) Ein Rad mit dem Radius R rollt geradeaus auf einer Ebene mit konstanter (skalarer) Geschwindigkeit
V.

a) Fiihren Sie ein geeignetes Koordinatensystem K ein und fertigen Sie eine Skizze. Bestimmen Sie die
Bahnkurve des Kreismittelpunktes.

b) Wie grof} ist die Winkelgeschwindigkeit? Numerische Konkretisierung: R=50 cm und V=10m/s.

c*) Jetzt bewege sich das Rad auf derselben Bahn wie in a) aber mit ungleichfésrmiger Winkelgeschwindigkeit.
Wie lautet seine Bahnkurve?

v

Das ergibt fiir den Kreismittelpunkt

7 (t) = (0,Vt, R).

Fiir die Winkelgeschwindigkeit w = % folgt mit RAa =Vt und At =t

w=" =
=5 =
usw.A .
W3) Gegeben eine Kreisbewegung k(t) = R-€,(wt) mit R=100m und Periode T=40s. (Beachte w = 2%).

Wo befindet sich der Punkt zur Zeit t=15s7 Wie grof} ist dann seine vektorielle Geschwindigkeit? Wann
bildet der Geschwindigkeitsvektor mit der positiven 1-Achse einen Winkel von 27 (Sie sollten wissen: €,(p) =
€1 cos(p) + €3 sin(p). Vgl. Formel von Euler in C.)




B 4) Wir betrachten das reibungsfreie Herabrutschen auf einer Wendeltreppe. Es wird (in geeigneten
Koordinaten) durch eine Bahnkurve der folgenden Art beschrieben:

7K (t) = (R cos(wt), Rsin(wt), H — at?)

Mit welcher (momentanen vektoriellen ) Geschwindigkeit rutscht der Korper zur Zeit t=27 Und wie grof§
ist der Betrag dieser Geschwindigkeit? Wie grof} ist der Winkel, den die Geschwindigkeit zu einem beliebigen
Zeitpunkt mit der z-Achse bildet? Wann und wo erreicht der Korper die Hohe -3H?

B 5) Was fiir eine Figur (Bild#) wird durch die folgende Bahnkurve beschrieben?
7(t) = 3€1 cos(mt) + 2€5 sin(3mt)

Wie grof} ist die zugehorige vektorielle Geschwindigkeit?
Dasselbe (Figur und Geschwindigkeit) fiir

7 (t) = 3¢} cos(mt®) + 2é; sin(3nt®)

W 6) Sei G(x)=x+2.

1. (a) Wie lautet die Tangentenzerlegung von G um xq = 27

(b) Bestimmen Sie die Tangente (an den Graphen von G) zum Punkte x=3. Dasselbe fiir die zuge-
horige Normale.

(¢) Kurvendiskussion fiir G
e Vorschlag fiir die Stichwortliste

— Definitionsbereich?

— Symmetrie

Verhalten fiir x— 0 und x— oo (Dominanz)

Vorzeichenbereiche?
— Damit Skizze!
Was fehlt? Gezielte Suche.

B 7) Diskutieren Sie die drei Funktionen F(x)=e*(4 — x)? und G(x)=e*(4 — 2?) und H(x)=2¢%(9 — z)2.
(Achtung H kann auf F zuriickgefithrt werden. Wieso? Geben Sie eine weitere Funktion K(x) an, die
entsprechend auf G zuriickgefiihrt werden kann.)

Stichwortliste fiir F' und G:

e — Nullstellen mit Dominanzapproximation
— Verhalten bei x=0
— Verhalten fiir x— fo0
— Vorzeichenbereiche ?
— Skizze

— Tangente von F bei x=0 aus zwei Weisen bestimmen!!! (Eine ohne die Ableitung zu verwenden)



— Was bleibt zu kliren

Le?(4—2)? =8 — 6w + e"a? = €” (v — 2) (—4 + )

Le? (z—2) (—4+12) =2 —de"x + e"a? = €® (2 — da + 2?)

Ler(4 - 2%) =4de® — e"x? — 2ew = —€” (-4 + 2% + 21)

%e’” (—4 + x4+ Qx) = —2¢% + %2 4+ 4%y = €7 (—2 + 22+ 4x)

W 8) Diskutieren Sie die Funktion F(x)=13%7 In(z)
e Vorschlag fiir die Stichwortliste

— Definitionsbereich?

— Nullstellen ? Verhalten fiir x— oo und x— 0 Siehe Figur
— Vorzeichenbereiche?

— Damit Skizze!

— Was fehlt? Gezielte Suche.
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B 1) Fiir ein ebenes Pendel sei die Zeitabhingigkeit des Ausschlagwinkels t— a(t) gegeben. Bestimmen
Sie die zugehérige Bahnkurve 7(t), die vektorielle Geschwindigkeit #/(¢) = <7(¢) und deren Betrag v(t)=|v(t)|.
Wie erhélt man etwaige Umkehrpunkte?

v Die Bahnkurve ist 7(t) = Lé,(a(t)), wobei L die Pendellinge ist. Es folgt #(t) = 4Lé,(a(t)) =
La(t)é(a(t)) und 0(t)| = Lla(t)| = Llw(t)]

Diskussion: Die momentane Winkelgeschw. als Vektor? Problem Was nimmt als Richtung? Antwort war
etwas mithsam zu erhalten: Die Drehachse.  w ist die Anderungsrate des Winkels. A




B2) Ein Rad mit dem Radius R rollt geradeaus auf einer Ebene mit konstanter (skalarer) Geschwindigkeit
V.

a) Fiithren Sie ein geeignetes Koordinatensystem K ein und fertigen Sie eine Skizze. Bestimmen Sie die
Bahnkurve des Kreismittelpunktes.

b) Wie grof} ist die Winkelgeschwindigkeit? Numerische Konkretisierung: R=50 cm und V=10m/s.

c*) Jetzt bewege sich das Rad auf derselben Bahn wie in a) aber mit ungleichformiger Winkelgeschwindigkeit.
Wie lautet seine Bahnkurve?

v

t=0

N

N

I\
y
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V=R Winke

DAs gibt fiir die Bahnkurve des Kreismittelpunktes:

() = (0, Vt, H)
Laut Skizze ist Vt=Ac« - R, wenn A« der in der Zeit t abgerollte Winkel ist. Mit w = 42 = ¥t = ¥

At — Rt R
folgt fiir die Winkelgeschwindigkeit w = %& =20s"!

Ist die Winkelgeschwindigkeit nicht konstant (ungleichférmig) und gegeben, dan benttigt man «(t) mit
&(t) = w(t). DAnn liegt ein Integrationsproblem vor. A

W3) Gegeben eine Kreisbewegung k(t) = R-&,(wt) mit R=100m und Periode T=40s. (Beachte w = ).
Wo befindet sich der Punkt zur Zeit t=15s7 Wie grof} ist dann seine vektorielle Geschwindigkeit? Wann
bildet der Geschwindigkeitsvektor mit der positiven 1-Achse einen Winkel von 27 (Sie sollten wissen: €,(p) =
€1 cos(p) + éasin(p). Vel. Formel von Euler in C.)

v Die Angaben der Aufgabe liefern w = 5-. Also E(15s) = 100m - &, (25). Weiter folgt o(t) = %E(t} =
Rw - &(wt) und #(15s) = ... Der gesuchte Wlnkel fithrt auf die Bedingung . cos(2)= ”(t 61) =_ i 3;2)(“”5).
Also sin(wt) = — cos(2) = 0.416.Das gibt wt = arcsin(0.416) = 0.42904 Der gesuchte Zeltpunkt ist

t= @0.429 045 =2.7s

—

Beachte: 9(t) = %E(t) = Rwé}(wt). Janicht &4 k(3%) = 0 bilden. Erst ableiten , dann differenzieren! A

B 4) Wir betrachten das reibungsfreie Herabrutschen auf einer Wendeltreppe. Es wird (in geeigneten
Koordinaten) durch eine Bahnkurve der folgenden Art beschrieben:

7K (t) = (Rcos(wt), Rsin(wt), H — at?)

Mit welcher (momentanen vektoriellen ) Geschwindigkeit rutscht der Korper zur Zeit t=27 Und wie grof§
ist der Betrag dieser Geschwindigkeit? Wie grof3 ist der Winkel, den die Geschwindigkeit zu einem beliebigen
Zeitpunkt mit der z-Achse bildet? Wann und wo erreicht der Korper die Hohe -3H?

Vv Voriiberlegung: Alles Routine und frivial A




B 5) Was fiir eine Figur (Bild#) wird durch die folgende Bahnkurve beschrieben?
7(t) = 3€} cos(mt) + 2€5 sin(3mt)

Wie grof} ist die zugehorige vektorielle Geschwindigkeit?
Dasselbe (Figur und Geschwindigkeit) fiir

7y (t) = 3¢} cos(mt®) + 2&; sin(3t>)

v Bild7 liegt in einem Rechteck um den Ursprung. Man startet z.B. bei t=0 mit 7(0) = 3&; und arbeitet sich
mit t vor. Fiir t:% ist die 1-Koordinate bei Null, aber das Argument des Sinus ist von 0 auf % angewachsen.
D.h. die y-Koordinate ist bereits iiber einen Nulldurchgang beim Minimum angelagt ( Figur: sin(3w) rot)
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Die gesamte Figur hat das folgende Aussehen:

W 6) Sei G(x)=x+1.

1. (a) Wie lautet die Tangentenzerlegung von G um xg = 27

(b) Bestimmen Sie die Tangente (an den Graphen von G) zum Punkte x=3. Dasselbe fiir die zuge-
horige Normale.

(¢) Kurvendiskussion fiir G
e Vorschlag fiir die Stichwortliste

— Definitionsbereich?
— Symmetrie

— Verhalten fiir x— 0 und x— oo (Dominanz)



— Vorzeichenbereiche?
— Damit Skizze!
— Was fehlt? Gezielte Suche.

¥ Nur noch wenige haben Probleme mit den ersten FRagen:

a) G(2+Az) = 2 + 3Az + AzR¢(2, Az)

b) G(B+Az) = ¥ + 8Az  oder y=2 + 8(z — 3)  (Normalform hier wenig sinnvoll!) Normale:
y=4 —§(z—3)
c¢) Recht gut: z+ 2

B 7) Diskutieren Sie die drei Funktionen F(x)=e*(4 — x)? und G(x)=e®(4 — 2?) und H(x)=2¢*(9 — x)2.
(Achtung H kann auf F zuriickgefiihrt werden. Wieso? Geben Sie eine weitere Funktion K(x) an, die
entsprechend auf G zuriickgefiihrt werden kann.)

Stichwortliste fiir F und G:

e — Nullstellen mit Dominanzapproximation
— Verhalten bei x=0
— Verhalten fiir x— 400
— Vorzeichenbereiche ?
— Skizze
— Tangente von F bei x=0 aus zwei Weisen bestimmen!!! (Eine ohne die Ableitung zu verwenden)
— Was bleibt zu kléren?

v Es gilt:

Der Graph von F ist um xo = 5 in x-Richtung zu verschieben und mit A=e®90 in y-Richtung zu multi-
plizieren.

Wie sieht die Tangente von F bei x=0 aus? Man kann sie ohne Ableitung wie folgt erhalten: (e* = 14+x+...
bei x=0)

F(z) = (I14+z+4..)4—2)?
= (L+a+..)(16 -8z +2?)

= 16+8z+.. Also



Mit Hilfe der Stichwortliste gab es meist recht ziigig ordentliche Skizzen. Hier die Graphen:
e*(4 — x?)
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und nochmals das Minimum von G:

[1s

[05

~-05

Noch zwei der Ableitungen (mit dem Computeralgebrasystem berechnet)::
F(z) = Le?(4—2)? =8 — 6%z + e"2? = € (v — 2) (—4 + )

F/(z) = Le® (x—2) (4 +x) = 2" — e’z + €2 = e (2 — 4z + 2?)

5.10. 09

Kap. 12.1| durchgesprochen (Hauptgleichung, technische Form des Hauptsatzes, Eigenschaften des In-
tegrales, andere Schreibweisen)

begonnen!

e Typisierung des Integrales

e Inspektion des Integranden

Direkte Integration , dazu die Tabelle (12.3.9)
° éf Regel ( zu den typisch physikalischen Argumenten ax + ()
e Umkehrung Kettenregel

e Ubersicht "Umformung des Integranden" und dazu Partielle Integration

Erste Ubungen:

0 Was ist - ff dt f(t)=-f(x)?
O Wasist [ dt (fbt dsf(s)) ? Etwa [ dt (flt dssz) ?



Und weiter [ dt (fbt dsf(s,t)) Etwa

x t
:/ dt/ ds(s? + 2t)
0 1

Fingeriibungen fiir das Wissen/Erraten einer Stammfunktion

11 = fod dx CL‘S 12 = fld dt t3 13 = fjl dx (t+fL’) 14 = fld du CL‘B
I5—fd d:cx Ig = [, da sina I, = [, dx 1*71’)7 Iy = [ do =L
Ig — fO 1+7r 1fn2a? atn(ﬂx)%hl) IIO — ; Cf&t Li = fO dx m Lip = f;Jrl du 1+2au
Iis = f(f dr sin(wz) T=2 |Iy= fo dx e Iis = fo dr e” 23 | I1g = [ dt e~ 2o
Ly = [, dz (1 + 2z + 322) Ls = [1 dt (1 +72%0)"7 | Lig = [7) 42—

Und jetzt Beispiele fiir die | Umkehrung Kettenregel |usw.

2

Ky = [7, dt(2 — 11¢)°

Ko = [2 dt-t-(2—262)%) = L 2 dt(—4t)(2 — 22)5 =

Ky = [2 dt- (2t +3)- (2—2(t2+3t+5))

—2(2t +3) — N
-5 222 43t+5) =y fy)=1F —*—
F(y) 272

Ky = [} deay/3+ 422 = L [ de(82)(3 + 422)3 = 133+ 42 231 =

Ks = [ dt cos(wt) sin(sin(wt)) = = [ dt (w cos(wt)) sin(sin(wt))

[ dza sin(z?) = —1 cos(2?)

[ deze " = -1 fdx(—2x)e_$2:%le_$2

(A _ds _ _
Ke=Jo e =
Ks = fol drav1 —a? = 7% fol dr(—2z)V1—a? = *%%(1 fo)%hl)

e” V17e”
Jdetirirem = T | S ey = vren(VITe)
L [y d0er = L1 1
19 (T7+19e5)2T — ~ 1920 (17419¢%)20

[dtshm = § [ dibtsm = §In(2 + 3% = §In(2 4 3%)

JdyZ = [dyf'(y) - 75 = |f(y)]

[dztanz = — [ de=S22 = —In(cos z)
dy
deSIHZ‘ = fdxbsllnnzmm fdxl b<1:rcl)s;82 T 1—y2

Und noch ein Beispiel fiir partielles Integrieren:

A A A
/ dt arctan /t) = / dt larctan /t) = [t arctan(t)]a4 — / dt
0 0 0

1+




6.10.09
Sie sollten ein Integral moéglichst nicht nur mechanisch automatisch berechnen, sondern die
Rechnung verstindig und offen verfolgen! Dazu Beispiele

F(T):fOT dte=*"  wobei s Einheit von t
Inspektion: M Einheit von F,T,a? B Integralabschitzung ? < F < ? W Wert 7 (Methode)

fo a2 + 2> wobei cm Einheit von x

Inspektion; B Einheit von G7H7a7 [ ] G(H7a):f I; I—:T(—%)— Interpretat10n7 [ | Abschatzung und Wert?

(C) :fo dxm wobei m Einheit von x

B Einheit von H, C? B Abschitzung B Wert B Bezug zu fo du\/K4—+u4 ?

P:foﬂ dx x? sin(x) B Einheit von P und x? B Wert? (Methode??) M Bezug zu Q(T):fog di

t?sin(wt) 7 M Resultatinterpretation mit Hilfe des Graphen
22 sin(x)

Numerisch:

Jy @*sin(z)dz =5.8696 28096 —1.8684

Besprechung der Partialbruchmethode

Das Computerprogramm zerlegt in Partialbriiche, aber mit den iiblichen (ungiinstigen) Variablen!
Beispiel (mit ergénzter Endform):

x—1 _ 3 +i 1+ 3z
(z—-124+4)(z+2)  13(x+2) 1322-22+5
3 1443(z—-1)

T 13(z42) 13 (z—1)2+4



22— 1z +2 B 8 +i —7+5x
(z—1)2+4)(z+2)  13(x+2) 1322—-22+5
8 1 —17+5(z +2)

13(z+2) 13 22—-2z+5

Zum Problem = = 45 Im Skript (6.3.44)

Wie kann man mit dem Computeralgebraprogramm vorgehen? 4¢Zuniichst die Nullstellen suchen:
z*+1 =0, Solution is: {z = V2 + %z\/i} Ar = -3V2 - éz\/i} A= V2 - %z\/ﬁ} Az = -1V2+ %z\/ﬁ}
¢ Diese paarweise zusammenmultiplizieren. danach Probe
2 2
(1012 ) (e 403+ 1) =t 41
¢ Das gibt die gewiinschte Faktorisierung!

¢ Jetzt tut das Programm es. "Partialbruch" liefert:
1 _ _1_—24a\? 1_ 2422
((e-4v2)*+3) ((++1v2)*+4) 122241 | A2 4a/241
¢ Das muss noch integriert werden. Dazu liefert das Programm die Stammfunktionen:

fifﬂdx:féx/ﬁln(foerﬁfl) — 42 arctan § (—2z + v2) V2
d

22—xv/2+1

un
if#\/‘/ildx = é\/ﬁln (x2+x\/§+1) + v2arctan 3 (2x+\/§) V2

Das muss noch zusammengefasst und vereinfacht werden.

Ableiten nach einem Parameter: (a>0)

dx 1 dx (1/a) 1
- = = VLYV t
/ / a\/aa n

a+ x2 a )
1+ (%)
ga*% arctan —— = 7la*% arctan —— + a3 [ —Z4-3 1
da Va o2 Va 2 1+ %2

1 -3 + x xa "2
= ——a zarctan| —= ) — ——
2 Vva 2(a+ 22)

Jetzt darf man a=1 setzen!

/ﬁ:_%/ﬁ: ......

Das gibt fiir a=1:

/L = laurctan(x) TR -
(1+22)?% 2 2(1 + 22)
Probe:

d—dm (% arctan(z) + 2(1ix2)) = (1—5}1-2)2

Damit ist gezeigt, wie man den letzten fiir die Partialbruchzerlegung benotigten Integraltyp erhélt.

10



Substitutionsmethode nachmittags

7.10.2009

Substitutionsmethode wiederholt
Dann Kap.12.2 mit der inhaltlichen Bedeutung des Integrales! Die linke Seite der Hauptgleichung, also
f-(b—a)= f: dzf(x) wurde damit préizisiert zu

(%Zf\;f(zi))%f (b—a) f daf(z

und es wurde auf mehrere Weisen gezeigt, welche Bedeutung das Zeichen ~ hier hat.

Zur Ergianzung logarihmische und doppelt logarithmische Auftragung besprochen.

Beispiel: Substitution x=tang  (u alt)

1) x=tang u=2atn(x) sin(u): cos(u):

_ 2

2) du=dx 1757

b tan 3 2
3) fa du ftan d
Nebenrechnungen.

__sinwv 2, _ _sin®v 102 2, inl s02, _ _tan?w
a) tanv==2"L  tan‘v = $Eh (I-sin“v)tan“v =sin"v  sin‘v = 5
. tan & 1 1

u_ _ tang u _ _
sin% = cos L = =

2 y/1+tan? & 2 \/1+tan2 4 V1+z?

2 u
2u 2w 1—tan" 4% | 152
b) cosu=cos’§ —sin® § = —11+ta112% ={ 1727 = cosu
2 22 2\2
02, 1 (1=22\" _ (A+427)*—(1-2)" 427 s _2x
sin“u =1 (1+x2) = 07292 = T2 sinu = 355 oder
Beispiel: ~ Fiir unbestimmte Integration. Am Ende x=tany einsetzen!
Beispiel (Substitution und Partialbruch)
S 4 2 2 _

[ dusin uffdaclﬂ,2 (sz) =2 [deiss 1+$2)L—,

z* _ 1 T 3 T 1
il 5o 9% = § 3am® — 16 (15a?® T 64 17a?)? T 19 The? T 18 T35 arctan

Beispiel : Umformung des Integranden. ei spezieller Trick,

sintu = sin® u(1 — cos® u) = sin® u — 3 sin*(2u) =

sin?v = 2 (sin® v + sin® v) = 2 (sin® v + 1 — cos? v) = 3(1 — cos(2v)) usw

11



B 9) Wandeln Sie das folgende Integral mit der ( Eulerschen ) Substitution u=x++/x2 —z — 2 in ein
losbares Integral um. Uber welche x>0 darf integriert werden?

g / dz
T4+ -z -2
a) Geben Sie eine numerische Abschétzung des Integrales (0< J < A Wert von A?)

B 10) Diskutieren Sie die Substitution u=tan(5) . (u neu, x alt).Was leistet Sie? Hierzu gehort, dass Sie
im ersten Schritt (des Substitutionsschemas) sinx und cosx durch u ausdriicken.

Bl 11) Berechnen Sie I(A):fOA dz /1 + 22 mit Hilfe der Substitution x=sh(u)=4(e" — ™).
a) Wie ist die Substitution abzuéndern fiir fOA dx /1 + ax? mit a>0?

b) Probieren Sie es alternativ mit der Substitution va + bz + cz? = xt + /a, die natiirlich wieder von
Euler ist.

c) Was ergibt die (erste) Substitution fiir das Integral fol dz(1+22)% | was fiir fol dr(1+2%)? 7

Logarithmische Auftragung
n(t)=Npe 777 a
Datensatz n; = n(t;) messen
| In(t)=-at+logNy ‘

[ sin(z2)dz = 0.52792

f05 sin(z?)dz Approximate integral (left boxes) is-% Z?:o sin +i? = 0.93779
sin(z?)

1
0.8]
0.65
0.4
0.2

0 ‘
-0.2] | w

-0.4] \
08 \ /
-0.8 \ )/ \

12



f05 sin(z?)dz Approximate integral (midpoint rule) is5s ZZ osin (357 + 40) = 0.526 88

1 (A 2 _ —ZcosAsinA+1A lcosAsinA—A _ |1 cos Asin A
G Jo sin” adz = y\ =72 A =+ A

V)

fO da 3+Zl<r:lo:2 (a)

sin(a

3+4 cos?(a)

0.6,

0.5]

0.4]

0.3]

0.2

0.13

Beispiele zu Umkehrung Kettenregel geiibt. Das gab wieder Probleme!!!

sl — [T g (-sina) ——t—y =
f A3 fcos2t@) = —Jo da Sma)3+4()2

,%§ {atn(\% Cos(a)):| = ... weil:
1
=

F(y)=3 ﬁatn(% cos(a))

I:fol dr x3- ((27954)5 —a8)|= ...

Wegen der Problme suchten wir nacheinander:

g(r) =42 gx)=x*=y f(y)=(2-y)° —y* F(y)=t2-y)°—3s°

Das Integral I:fo1 de 3. ((2 _ x4)5 — 28)

kann natiirlich mit der Substitutionsregel (unékonomisch) gelost werden:
1) 11:)(4 X:ui
2) dx:duzu’%

3) [ide— [y du

1=1 [N duut ((2 ) (u)8> = (2 - ) — )

wie oben!
J= fo dre—=< ez+1 fo dxelzzjr} =..
T T — 1)—
gla)=c gx)=e® =y f(y)=tg=l02 =1-2-1 F(y)=y+2n|y+]|

13



Ksz 42(3 4 sin(In(z))) = [3Inz — cos(lnz)): =
=3In2—cos(In2) —0+1=2.3102

g(z) =+ gx)=Inx=y f(y)=3+sin(y) F(y)=3y-cosy...

daz 1.1 171 1
fo (2+3z2 2 712W|0 24 [1_6 - W]
f(y)= 2+3y)5 =(2+3y)~ > F(Y):}H(Q + 39)74

Jetzt ging es besser. Aber Probleme mit 1/abei einfachen Potenzen:

[dz(2+32)"% = 2(2+ 3z)3
[dz(2+iz)"3 = 602+ 1z)=3
[ da(z — a)* = 2$+ - (z — a)?*

[da(a—2)% = 2(a—2)8

Viele weitere Beispiele noch zum Ende vom 5.9.

Verfolgen und Verstehen einer Rechnung

fuy .
Bestimmen eine Rekursionsformel fiir |Is,, = f02 dz sin®® z| n>0

% : . 2n—1
I, = dx sin z - sin T
0

o %
= [-cosz-sin®! x]oz + / dxcosz - (2n — 1) coszsin®" 2
0

%
0+ (2n—1) / dx cos? zsin®" 2
0

w3

0+ (2n — 1)/ dz(1 —sin® z)sin®" 22z = (2n — 1)(Ion_2 — I2y)
0

2nls, = (27’L - 1)[271,2 Ignizggllgn,Q n=1,2,3
Ip =% offensichtlich!
=412
_ 3 (I
i
lo=¢la=¢(125) usw.

(2n)!'=(2n)(2n-2)....2 (2n-1)!! =(2n-1)....3-1

sy sy
Jo? drsin” xz = [? dx sinx sin® 1z  n>1

:0+f0% dxcosz - (n —1)coszsin™ 2z

=(n-1) [da(l —sin®2)sin" 2z = (n — 1)(In—2 — I,,)
L, = (n—Dl_y L =217,
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z . ks
11:f02 sin' x = —cosz|§ =1

I =%
I5fﬂ
=g =18
% gin’ — 16
JoF sin” wdr = 32
Text:

Die Integrale I, = fO% dzx sin®" z sollen fiir n=0,1,2,3,... berechnet werden. Dazu integrieren wir Iy, =

2n—1 2n—1

fO% dx sin x-sin x partiell und finden sofort I, = (2n—1)(I2,—2—12,). Das ergibt die Rekursionsformel Io, = <51,

fiir n=1,2,3.... Nun ist

Ip=[2dr1=Z% Esfolgt I, =12 und I, = 31Z usw
Mit vollsténdiger Induktion folgt | Iz, = (2(’2?)1,?”%
Flugparabelaufgabe.

Viele Daten zu einem ganzheitlichen "Bild" zusammenfiigen

7o =0, T = (0,3,4) und § = (0,0, —10) sowie ty = —2. Wann, wo und unter welchem Winkel trifft die
Flugbahn die Ebene E mit | Zp(u,v) = (u,v,v) | ? Wo liegt der Scheitel?

Zp(u,v) = (u,v,0) = u(1,0,0) +v(0,1,1)

7(t) = (0,3T,4T — 5T%) #(t) = (0,3,4 — 107T)

Also: und i?;‘%Q v Also 5T2—-T =0 /T1=0und Ty = % Es interessiert to =To+tg = f%
Wann?) . Einsetzen gibt #(—2) = (0,2, 2—1) (Wo?). Die zugehorige Geschwindigkeit ist 7(—2) = (0, 3, 2).
5 5'5 5 5

Wir nehmen einen nach unten zeigenden
Normalenvektor der Ebene 77 = (0,1, —1) und erhalten fiir den Winkel cos(a) = 2
Scheitel T=2

a(t)

Wie erhélt man bei gegebener Parametrisierung t— ( y(t) > die zugehorige Koordinatengleichung

y=y(x)? In unserem Fall gab das:

15



Jp = [ 72— | Stammfunktion?? J; = atn(z)

At
d
%x(lJr:cz)*” = (1+2°)""+x-(—n)2zx)(1 +2?)" "1
1 22
= —2n
(1 + CL’Z)” (1 + x2)n+1
_ 1, 0+a)-1
 (T+a)n (1+ 22)ntl
_ 1-2n n 1
T+ (1 + a2)ntl
T
A+ = (1-2n)J, +2nJpt1
1 T 2n—1
In = — J,
i 2n(1+x2)"+ 2n
n=1
Jo = %1-&1‘2 + %‘]1
n=2
1 T 3 (1 =z 1
J3 = = g T
3 10+ 1 eTr2 T2 1)
T 414222 421422 427"
Probe: Stimmt n=3
Js = 1z +§ 1_z +§ z +£J
B +x +x . +x .
: 6(1+22)3 " 6 \4(1+a2)? 21+ a2 2!
1@ 51 @ 531 @ 531
6(1+22)3 " 64(1+2%)2 6-4-21+22  6-4-2
n=4
1 x 7
Js = oo/ t 5
° 8(1+x2)4+84
Ll e 71 w751 @
T 8(1+a2)4 86 (1+a2)3 1 864 (14 a2)2

75-3-1 «x 75.3.1

= - J
t864.2114% 86.4.2""
_~xn—1 [[2n—1]] [2n—1]],
Jn(l')* k=0 [[22]]k+f (1+x§)”*k [[g””n atn(x)

[[N])), =I5 (N — 25)
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Kurvenlénge - Bogenlédnge:

N a cos(t) t cos(wt) x
Param () = - bsin(t) > ( tsin(wt) x?
o —asin(t) — sin(wt) 1
V.Geschw  9(t) = ... beos(t) ) tw ( cos(wt) 9%
Betrag [T(@t)] = .. Va2sin®t + b2 cos?t  tw >0 V14 4a?
Bogenl. fttf dtv(t) = ... w 047T dtt = ... [o7 dev/1 + 4a?

2B [P VI+422dz = /17T — Ln (=4 + V1T) — $v/5 — LIn (2 +/5) = 3.1678
oder

Jy V1 +4a2de = 3v/5 - 1In (—2+ V/5) = 1.4789

tcost 1.2cost ~
( tsint | 1.2sint | ter(t)
Polardarstellund einer Kurve: t— r(t)e.(¢). Vgl. Kap. 11.1.8 Etwa

F(t) = ( (14 0.2sin*(7t)) - cost

(1+0.2sin®(xt)) - sint ) mit Bild

17



4.8 10 12

8m? = 78.957

Weiter mit dem elliptischen Integral

B = fttf dt\/a2 sin? t 4 b2 cos2(t)
t ) .92
=/, dt\/a?sin®t + b*(1 — sin*(t))
:fttf dt\/b2 + (a% — b2)sin®t

=b [ dt\/1 — P2 sin’t =l [” dtv/1 — k?sin’ ¢

Das ist die Form mit der man arbeitet.

Angedeutete Idee: Entwickle nach Binomi unter dem Integralzeichen, vertausche (unendliche!!) summe und
Integration und nehme nur die ersten Terme. Die Integrale lassen sich dann alle losen: Fiir k? < 1:
V1—k2sin’t = (1 — k2sin? )z
=1+(3) (—k2sin®t) + (3) (—k?sin?t)® + .....

:1—%]62 sin?t + jl—QTik:4 sintt + ...

Einsetﬂzen: o
1—k2sin’t =% — 3k? [7 dtsin®t — &[> dtsin®t + ...
Wir sehen: Die Integrale wurden alle oben berechnet!
Mathematisches Problem: Darf man die unendleiche(!) Summation und die Integration vertauschen?

Skalarfelder
Das einschiigige Kapitel wurde durchgegangen

Was ist ein Skalarfeld, wie shen zugehorige Rechenterme aus?

Globale Verhaltensveranschaulichung (analog zum Funktionsgraphen R — R ( Niveaumengen)

Lokale Veranschaulichung. Konzept: durch Vektor m in Richtung der grofiten Feldéinderung un mit
Betrag gleich Anderungsrate des Feldes

Tangentenzerlegung fiir glatte Skalarfelder.

— Konzept / Eindeutigkeit / Schreibweisen / Die beiden Denkfiguren / Ableitung einfacher Felder
— Ableitungsregeln

— Interpretation von grads(Zy)

Koordinatendarstellung s der Skalarfelder.

— Die Formel grad®s(¥) = grads®(z,y,z) = (%—i, %i;, %—f)

— Der "Rundlauf" s— grad s= grad®s < grads® «— s 2 s
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