Hausliche Probeklausur Vorkurs Mathematik 24.9.2009

Zeit: 2 Stunden (plus ev. 10 Minuten).

Beantworten Sie die Fragen maglichst in der gegebenen Reihenfolge, die in etwa der Anordnung des Stoffes
entspricht. Lesen Sie den Text genau und beantworten Sie die gestellten Fragen, keine selbst ausgedachten.
Notieren Sie eventuelle Zusatzbeobachtungen kurz, z.B. auch, wenn Sie entdecken, dass Ihre Lésung falsch
18t.

Viel Erfolg!

B 1) Multiplizieren Sie (mit Hilfe der Distributivgesetze) den folgenden Ausdruck aus. (Endform)

(a® + 3a* + a — 3)°.

M 2) Was ergibt der Binomialatz fiir den Ausdruc? (Die Binomialkoeffizienten fiir n=4 wissen
oder iiber das Pascalsche Dreieck bestimmen)

B 3) Losen Sie die quadratische Gleichung in x (mit a als duflerem Parameter) ‘ 22 + 6ax = Ta. ‘

B 4) Was versteht man unter dem Ortsvektor, was unter dem Koordiantenvektor eines Punktes 7 Welche
Beziehung besteht zwischen beiden? Was muf jeweils noch zusétzlich vorgegeben sein?

B 5) Gegeben drei Punkte P,Q und R aus E? mit Koordinatenvektoren % = (2,0,0) und a'c’g =(2,0,2)
und Z& = (0,3,1).

a) Skizzieren Sie die drei Vektoren (réumliche Lage soll sichtbar werden! ).

b) Bestimmen Sie den Schwerpunkt S (fiir gleiche Massen) dieser drei Punkte.

c) Es sei E die Ebene, die von P,Q und R aufgespannt wird. Geben Sie eine Parametrisierung von E an.
Wie lauten die Parameterwerte, die zum Schwerpunkt gehoren.

d) Bestimmen Sie den Winkel zwischen Zi5 und Z§. (Angabe im Bogenmad.)

e) Berechnen Sie das Vektorprodukt (Zg — Zp) x (Zr — Z£p) sowie dessen Betrag. Welche geometrische
Grofie innerhalb der Ebene E haben Sie mit diesem Betrag bestimmt?

B 6) Es seien dy und ds die beiden Diagonalen eines Parallelogramms in V3. Diese seien gegeben.
Bestimmen Sie die beiden Kantenvektoren @ und b des Parallelogramms.

B 7) Eine Flugparabel erfiille #(—3) = (0, —2,0) und 9(—3) = (0, 7,8). Weiter sei § = (0,0, —10).

a) Wie lautet die Flugparabel?

b) Bestimmen Sie den Scheitelpunkt.

¢) Wo und wann trifft die Flugbahn die Horizontalebene (z=0)?

¢) Wo wird die z-Achse getroffen und unter welchem Winkel ?

d) Geben Sie die skalare Geschwindigkeit als Funktion der Zeit an.

B 8) Losen Sie (x,y Unbestimmte, a dulerer Parameter, Aufpassen!):

2azx + 3y = 3a
20z + 4y = 3a

B 9) Essei X = (0,3,1) und & = (0, 3, 3). Zerlegen Sie 7 in die zu @ parallele und senkrechte Komponente
und zeichnen Sie die gesamte Konfiguration. .
a) Sei ¢ = (0,0,—g) und N = (0,cosa,sin«). Zerlegen Sie § in eine zu N parallele und senkrechte

Komponente. Fertigen Sie eine Skizze. -
B 10) Berechnen Sie distributiv ((@ + b)?)?
B 11) Bringen Sie die folgende komplexe Zahl in die kartesische Endform:

1o, i
Ad+i 1+ 5

B *12) Sei z=x+iy (x,y€ R) eine komplexe Zahl. Berechnen Sie das Produkt Z=e'®z =u+iv kartesisch.
Durch Vergleich kénnen Sie u und v durch x und y ausdriicken.

Setzen Sie weiter 7K = ( ; ) und ZK = ( Z > = ( u(z,y) ) Schreiben Sie ZK in Matrixform

v(z,y)
. Wie lautet die 2x2—Matrix R=R(a)?

a) Berechnen Sie dann geméf der Regel Zeilex Spalte das Matrizprodukt R(a)R(8) und interpretieren
Sie das Ergebnis.



Kommentierte Losungen!
B 1) Multiplizieren Sie (mit Hilfe der Distributivgesetze) den folgenden Ausdruck aus. (Endform)
(a® + 3a* + a — 3)°.

A (a®+3a%>+a—3)?=a%+6a° + 11a* — 17a® — 6a + 9.
Fehler bei den mittleren Termen.

s

B 2) Was ergibt der Binomialatz fiir den folgenden Ausdruck? (Die Binomialkoeffizienten fiir n=4 wissen

oder iiber das Pascalsche Dreieck bestimmen){ (2 — z2)4

A (2—22)*=16 — 3222 + 242* — 825 + 28
Héufig Fehler beim Vorzeichen > (ﬁ) 24—k (—xz)k

HHAAHAA

B 3) Losen Sie die folgende quadratische Gleichung in x (mit a als duflerem Parameter) | 2?2 + 6ax = Ta?.

A X195 = —3a £ v9a? + 7a? = —3a + 4|a|

p-g-Formel beherrschen, Kiirzen $ =3Il | Achtung|va? = |a |

A

B 4) Was versteht man unter dem Ortsvektor, was unter dem Koordiantenvektor eines Punktes 7 Welche
Beziechung besteht zwischen beiden? Was muf} jeweils noch zusétzlich vorgegeben sein?

A Der Ortsvektor des Punktes (beziiglich des Ursprungs) ist der geometrische Pfeil, der vom
gegebenen Ursprung zum Punkt zeigt. Der Koordinatenvektor des Punktes (beziiglich K) ist ein
Zahltupel, das einen achsenparallen Weg vom Ursprung zum Punkt beschreibt.

Formulierungsschwichen und unvollstéindig! Geometrischer Pfeil, Koordinaten im achsenparallelen
Weg sollten angesprochen sein! Dass die Elemente von R3, achsenparalle Wege in K beschreiben, wurde
kaum angesprochen und war wohl vielfach nicht verstanden worden!

HHHH

W 5) Gegeben drei Punkte P,Q und R aus E? mit Koordinatenvektoren 5 = (2,0,0) und Zf5 = (2,0,2)
und 75 = (0,3,1).

a) Skizzieren Sie die drei Vektoren (rédumliche Lage).

Rdaumliche Lage von Q wvielfach nicht zu erkennen!

b) Bestimmen Sie den Schwerpunkt S (fiir gleiche Massen) dieser drei Punkte.

A

1 1
5 = g(a:«’f.f + 3y +Tp) = 3(4,3,3).

Einfachste Formelanwendung. Vielfach extrem umstdndlich.



c¢) Es sei E die Ebene, die von P,Q und R aufgespannt wird. Geben Sie eine Parametrisierung von E an.
Wie lauten die Parameterwerte, die zum Schwerpunkt gehéren.
A FEtwa
Zp(u,v) = (2,0,0) +u((0,0,2) + v(—-2,3,1) = (2 — 20, 3v,2u + v)

Inspektion: 3v=2 gibt |v=2| und 2u+v=3 gibt dann |u=

1
3 3 3

d) Bestimmen Sie den Winkel zwischen #5 und Zf5. (Angabe im Bogenma.)

A
4 1 1 ™
cosau=—==—==-v2 und a=—
28 V2 2 4
Kiirzen!!
e) Berechnen Sie das Vektorprodukt (Zg — Zp) x (Zr — Z£p) sowie dessen Betrag. Welche geometrische

Grofle innerhalb der Ebene E haben Sie mit diesem Betrag bestimmt?

0 -2 —6
0 |lx[ 3 |=| -4 Bettrag=v/52 = 2v/13.
2 1 0

Der Betrag liefert den Flicheninhalt des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms. Der
letzte Teil vielfach schwach. Betrag der Normalen ist ungeheurer Quatsch. Bezug zur geometrischen Form
des Vektorproduktes wurde erwartet. Die Normale liegt nicht innerhalb der Ebene!

HHHH

B 6) Es seien dy und ds die beiden Diagonalen eines Parallelogramms in V3. Diese seien gegeben.

Bestimmen Sie die beiden Kantenvektoren @ und b des Parallelogramms.
A

+

@ Q‘l
ISIRRST)
SRS

das gibt sofort g»

Elementare Rechnung. Vielfach viel zu lang.

HHHH

B 7) Eine Flugparabel erfiille 7(—3) = (0, —2,0) und 9(—3) = (0,7, 8). Weiter sei g = (0,0, —10).
a) Wie lautet die Flugparabel? (Achtung: Was ist an dieser Stelle alles sorgfiltig anzugeben? )

A Wir haben ‘ T=t+3undt=T-3 ‘ fiir den Informationszeitpunkt. Damit

7t) = (0,-2,0)+(0,7,8)T + %(0, 0,—10)T? = (0, -2 + 7T, 8T — 5T?)
#(T) = (0,7,8—107).

Im Skriptum vgl. das in (4.5.32) Gesagte. Alle nachfolgenden Fragen beziehen sich auf diese drei
Zeilen.
Nachfolgend in Klammern gesetzte Teile dienen der erneuten Erlduterung und sollten in der Antwort
nicht aufgeschrieben werden! Es gibt kein ausgelassenen Zwischenrechnungen!

b) Bestimmen Sie den Scheitelpunkt.

A | v3(ts) = 0] (das ist die Bedingung fiir den zugehérigen Zeitpunkt tg.). Also Ts = % und
tg=Tg —3 = —1—51. Der Ort (folgt durch Einsetzen des Zeitwertes):

F(—1—51) =(0,-2+7 (%) 8 (%) -5 (%)2) = (0,1—58,1—56) = %(07978)



36) = 1(0,49, 36).

7

¢) Wo und wann trifft die Flugbahn die Horizontalebene (z=0)?

A z-Koortdinate Null setzen: |8T-5T2 = 0| Hat 2 Losungen T; = 0 und Ty = % = 2Ts. Damit folgt
¢) Wo wird die z-Achse getroffen und unter welchem Winkel 7

—% und #(tz) = (0,0,3) und @(tz) = (0,7,

36

A |x=0 und y=0|gibt T, = % t
Das gibt den Winkel mit é3
36
7
cosa = =
1- %\/492 +362 /3697

7(t1) = (0,-2,0) und 7(t2) = (0,%,0).
Z="7
(= 0.59208)

V1296 = 36
d) Geben Sie die skalare Geschwindigkeit als Funktion der Zeit an.
v(t) = /49 + (8 — 10T)2 = \/49 + (22 + 10¢)2
Einige wenige hielten sich an das empfohlene Vorgehen und machte auf etwa 1/2 Seite viele Punkte. Die

A
anderen rechneten wieder chaotisch und sehr lang los mit meist falschen REsultaten!

20z + 4y = 3a
y:3a3‘t;14. Oder

A "y raus" gibt: | 2a(4-3a)x=3a.| . (Faktorisieren!) Jetzt ist eine Fallunterscheidung nétig,.
_ —1+4a
= 9a=p5,

B 8) Losen Sie (x,y Unbestimmte, a duerer Parameter, Aufpassen!):
2ax + 3y = 3a

Zp(x) = 2(1,0).

e Fall A: a(4-3a)# 0. Dann folgt X=571"34y- und 3y=3a — 2“2(433(1)

e Fall B: a=0. Das gibt folgende Bedingung;: . Also x frei und y=0 (in der ersten Gleichung

= mc’)ﬁa(a — 1))
2ax+3y=3a ist a=0 zu setzen. Also | 0x+3y=0|. Geht nur fiir y=0!) . Losung
e Fall C: a:%. Jetzt hat man die Bedingung . D.h. die Gleichung ist unlgsbar.

Das war schwach. Besonders das Lisen der Gleichung im Kontext bereitet enorme Schwierigkeiten

B 9) Essei aX = (0,3,1) und & = (0, 3, 3). Zerlegen Sie 7 in die zu @ parallele und senkrechte Komponente

6

der tiblichen Art. D.h. es wurde nicht faktorisiert! Schwer war das wicht.
oL 1
§=T—p= (07373) - 5(0737 1) = _(07_379)'
Und das Skalarprodukt war in Koordinaten

12 6
a (0,3,1)
anzuwenden.

L

und zeichnen Sie die gesamte Konfiguration.

.q =

> L

p:—a:3

A
10
ﬁ:

8

auszurechnen!

§=—p

Hier war die Zerlegungsformel
a) Sei § = (0,0,—g) und N = (0, cosa,sina). Zerlegen Sie 7 in eine zu N parallele und senkrechte

Komponente. Fertigen Sie eine Skizze.
A
p = 9 ?n a (0, cos o, sin @)
§ = §—p=1(0,0,—g)+ gsina(0, cos a,sin @)
(da cos® +sin® =1, |p| wird hiufig benétigt )

gsina
4



Zerlegung zur schiefen Ebene

W 10) Berechnen Sie distributiv (@ + b)2)2.
A Innen Skalarprodukt, auflen reelles Produkt, von innen beginnen. Die Klammer bei (db) durfte
nicht fortgelassen werden. Nur zwei haben das beachtet!

@57 = (@+b-@+5)

Leider viel Unverstindnis iber den Aufbau dieses Termes. @2(ab) = @b usw.
Oder auch: Hier haben fast alle den "Kampf gegen das Vergessen" verloren und brutal die Klammern
fortgelassen und frohgemut Unsinn produziert!

B 11) Bringen Sie die folgende komplexe Zahl in die kartesische Endform:

1 N i
Ad+i 0 1+ 5+
A
1 N i 1 i(3 4 1)
4+i 1455 o440 4+
3 3i(4—i) 3412
444 17 1T
1 .

Relativ gut, sofern bis hierhin gekommen, nur auch hier viel zu lang!

B *12) Sei z=x+iy (x,y€ R) eine komplexe Zahl. Berechnen Sie das Produkt Z=e!®z =u+iv kartesisch.
Durch Vergleich konnen Sie u und v durch x und y ausdriicken.

Setzen Sie weiter 2K = ( le ) und ZK = ( Z > = ( Zg’zg ) Schreiben Sie ZK in Matrixform

. Wie lautet die 2x2—Matrix R=R(«)?

a) Berechnen Sie dann gem#f der Regel Zeilex Spalte das Matrizprodukt R(a)R(8) und interpretieren
Sie das Ergebnis.

ez = (cosa+isina)(z+iy)
= (cosa-z—sina-y)+i(sina-z 4+ cosa-y)

Also
FK  _ w(z,y) \ [ cosa-z—sina-y
o v(z,y) )\ sina-x+cosa-y

cosa —sina T cosa —sina
= . R=R(a)= .
sinoe  cos« Y sinoe  cos«




Damit folgt:

ay)

(1) [ cosa —sina cosff —sinpf
(@) R(B) = ( sina  cosa > ( sinf8  cosf >
(2 [ cosacosf —sinasinf —cosasinf —sinacos
"~ \ cosasinf +sinacosfB  cosacos 3 —sinasinf

@) ( cos(a+pP) —sin(a+p5) |\ @
- ( sior?(z+5) ccs)s(aa+5) )—R(a—i—ﬁ)

(1) und (4) Bezeichnung einsetzen bzw. Riickeinsetzen. (2) Zeile mal Spalte und (3) Additionstheoreme!
Kommentar: Wir wissen: Komplexe Multiplikation mit e’® bedeutet Drehung aller komplexer Zahlen
um . Schreibt man dies vektoriell im R%, so erhalten wir die Matrixabbildung fiir die Drehung um a. Die
letzte Rechnung bestitigt dann fiir diesen Fall, dass das Hintereinanderausfiihren von solchen Abbildungen
durch die Matrixmultiplikation gegeben wird. Interessant ist dies als Methode, die Drehmatrix zu gewinnen.

Punkteverteilung
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