Fiinfte und letzte Woche

B Fiir eine Flugparabel folgt | Uyizter (¢, t + At) = W =9(t) + %At - g. | Was bedeutet das graphisch??

B Was folgt mit Hilfe des Satzes vom beschrinkten Zuwachs aus der Ungleichung sin(x)< z , die fiir
x> 0 gilt?

B "Ungleichungen darf man nicht ableiten". Was bedeutet das? Beweis? Durch Gegenbeispiel, etwa
sin(3x)< 1.

B Sei {(x) eine ungerade Funktion. Was kann man dann iiber {'(z) sagen? Vermutung? Beweis?
Verallgemeinerung? Die Ableitung einer ungeraden Funktion ist gerade usw. Beweis iiber Tangentenzer-
legung. Etwa

f(=zo+ Az) — f(=2z0) _ f(wo — Az) — f(zo)
Az Ax
_ flwo+ (=Ax)) — (o)
(—Ax)
Kap. 12
Integration

Die beiden bisherigen Hauptformeln:
d=ad+pb+~¢
Az — f(zo+ Az) = f(zo) + f'(x0)Az + AzRs(x0, Az)

Neu:

f(zr—a)= f; ft)dt = F(x) — F(a).

(12.1.1) Beginnen wir mit der Analyse des mittleren Termes.

e Dieser beschreibt offensichtlich eine Aufforderung, den ‘Bestandteilen f, x und a | etwas zuzuordnen,
das durch den mittleren Term bezeichnet werden soll.

(12.1.2) Das Problem, um das es geht, ist die Umkehrung des Ableitens. So wie die Bezeichnung /=
die Aufforderung beinhaltet [suche eine (positive) Zahl, deren Quadrat x ist| heinhaltet der mittlere Term
die Aufforderung [suche ewn Funktion F. deren Ableitung [ ist] Der Rechenausdruck f(t), der das gegebene f
festlegt, ist Bestandteil des Termes.

Zuordnung ist nicht eindeutig - Zusatzbedingung!

e (12.1.4) Die rechte Seite F(x)-F(a) der Gleichung gibt an, wie die vom mittleren Term beschriebene
Aufgabe in der Regel gelost wird. Diese Losung erscheint zuniichst als rein formale Spielerei: Man
nimmt irgendeine Funktion, deren Ableitung gleich f ist und bildet die durch den Term gegebene
Differenz, also die Anderung des Funktionswertes zwischen x und a.

/2 cos(z)dzr = ﬁdwcos(m) = sinll- sin@=1
0 S——

sin(x)



e (12.1.5) Die linke Seite liefert schlieBlich die inhaltliche Interpretation des Resultates, gibt ihm
eine Bedeutung, die sich als ausgesprochen wichtig erweist. Das Ergebnis ldsst sich schreiben als
Produkt aus der Intervallinge (x-a) und dem Mittelwert der Funktionswerte zwischen x und a.

Das ergibt eine globale Néherung der Funktion durch eine einzige Zahl f in dem von x und a festgelegten
Intervall. Oder alternativ durch die konstante Funktion z — f . In den Anwendungen koppelt die
Problemsituationen meist an diese Bedeutung (der linken Seite) an, wogegen die rechte
Seite die Bestimmung und Auswertung der gesuchten Groéfie erlaubt.

(12.1.6) Wihrend die Tangentenapproximation eine lokale Approximation um einen Aufpunkt lieferte,
erhalten wir jetzt ein globale Approximation durch eine konstante Funktion fiir ein vorgebbares Intervall.

flw) =3+a?
a=—-1l,x=b=2

Berechnet: f = 2L
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(12.1.7) Selbstverstéindlich bleibt unsere Interpretation korrekt, wenn f im Integrationsbereich Nullstellen
aufweist. Die manchmal an Schulen gelehrte Regel, man diirfe nicht iiber Nullstellen (von f) integrieren, ist
Unfug.

Ist f(u) > 0 fir e < u < z, dann folgt aus unserer Mittelwertinterpretation die iibliche ”Flicheninhaltsin-
terpretation des Integrales.” Begriinden Sie dies.

flx)=1—2? el : ,

a=-2,b=2
P2
Berechnet: f = —%

(12.1.8) Eine zweite Verdeutlichung der Formel erhalten wir, wenn wir sie im kinematischen

‘ Modell der eindimensionalen Bewegung | deuten. Dann iibernimmt die Eingabefunktion ¢ — f(t)

die Rolle der momentanen Geschwindigkeit und F(x)-F(a) ist der im Zeitintervall a < ¢t < x zuriickgelegte
Weg. Die Handlungsaufforderung des mittleren Termes lautet:

e Berechne mit Hilfe der (Funktion der) momentanen Geschwindigkeit den zuriickgelegten
Weg. Denn die momentane Geschwindigkeit ist ja gerade die Ableitung der Wegkoordinate nach der
Zeit. Und die linke Seite besagt:

e Die infolge der Veridnderlichkeit der Geschwindigkeit moéglicherweise sehr komplizierte

Bewegung kann ersetzt werden durch eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit } .

e Eine solche Bewegung ergibt fiir das durch x und a festgelegte Zeitintervall dieselbe Wegéinderung,
wie die tatséichliche Bewegung. Denn unter Fortlassen des mittleren Termes, der ja hauptsichlich die
Rechenaktionsaufforderung gibt, nimmt unsere Formel die folgende vertraute Gestalt nebst zugehériger
Interpretation an:

(z—a)=F(z) — Fa) | v-(ta —t1) = s(t2) — 5(t1)

_ F(x)—F(a) g _ s(ta)—s(t1) po
—#fur x>a —(inl)lfut ty > 1.

<

S|~

<l

B(ts — 1) :/2dtv(t):s(t2)—s(t1)

t1



12.1.2 Integration als formale Umkehrung des Differenzierens

(12.1.13) Definition:  (Spéter ist eine Verallgemeinerung erforderlich!)

= | Sei fe W mit f:I— R.
I Dann heiflen die Losungen der Bestimmungsgleichung Df=g
1 Stammfunktionen von g.
Eine Stammfunktion F zu g erfiillt also F'(z) = g(z) fiir alle z € I.

cos ist Stammfunktion zu sin
f mit f(x) =7+ 23 ist eine (von vielen) Stamfunktionen zu hy

T Um die Symbolik prignanter zu machen und um Buchstaben zu sparen, ist es iiblich, Stamm-
funktionen durch korrespondierende Grof3buchstaben zu bezeichnen

e I ist also Stammfunktion zu f und G eine zu g usw. Fiir Funktionen mit fester Bedeutung gilt diese
Konvention nicht.

e Auf Bezeichnungen wie hy oder cos wendet man die Regel nicht an, schreibt also weder COS fiir -sin
noch Hy fiir %hg.

e Eine andere Bezeichnungsweise von Stammfunktionen verwendet das Integralzeichen: Auch [dzf(z)]
soll einen Rechenausdruck einer Stammfunktion von f bezeichnen. Etwa [ dze®=e* oder [ dxsin(z) =
—cos(z). Wir werden diese Schreibweise vornehmlich dazu verwenden, wenn wir durch Anwendung
eines bestimmten Verfahrens nach einer Stammfunktion suchen.

— Eine zugehorige Konvention ist hierbei, dass die Integrationsvariable ebenso bezeichnet wird, wie
die Variable der Stammfunktion. Also
1
drx = —x2
/ TT = ST

/dt (3z +2t) = i(?’x + 2t)2.

und

Beim bestimmten Integral kommt dagegen der Bezeichnung der Integrationsvariablen auferhalb
des Integrationstermes keine Bedeutung zu.

Kann es mehrere Urbilder (eines einzigen Bildes) geben, enden mehrere Zuordnungspfeile in
dem Element? Hier also: Kann eine Funktion g mehrere Stmmfunktionen besitzen? Ja, und
daher ist da Symbol [ dzf(z) u.U. problematisch.

(12.1.15)
e Seien etwa F und G aus D mit DF=DG.
e Dann folgt aus der Linearitéit von D unmittelbar (F-G)’ = 0 oder D(F-G)=0.
e D.h. F-G ist eine Funktion mit Ableitung Null.

(12.1.16) Hierfiir (Funktion mit Ableitung Null) finden wir sofort eine ganze Reihen von Losungen: Jede
konstante Funktion ¢ = (I,z — ¢(x) = ¢, R) hat Ableitung Null. Und das heifit: F und G mit F=G+c haben

dieselbe Ableitung.

' Unterscheiden sich zwei Funktionen nur durch eine Konstante,
dann haben sie dieselbe Ableitung!




Die Graphen von F und G unterscheiden sich dann durch eine Paralleverschiebung um ¢ in Richtung der
y-Achse.

(12.1.17) Wir fragen, ob wir so bereits alle Stammfunktionen zu g € W gefunden haben? Oder anders
ausgedriickt: Kann es noch eine weitere Funktion H geben, die einerseits H' = g erfiillt, aber andererseits
nicht von der Form G+-c ist?

Nach etwas Uberlegung findet man ein Beispiel:

l e
IR (0} | by = (Lo 3, B) | H—(loem H(@).B) | Hoo={ § 75 07

g |=

Beide Funktionen G und H haben dieselbe Ableitung. Aber fiir a # b werden die beiden Hyperbeliste
auch ungleich weit verschoben. Man fragt sich:

Gibt es da vielleicht noch kompliziertere, der Anschauung nicht so leicht zugéngliche Beispiele?
Fiir ein solches Funktionenpaar F und G wire die Differenz A=F-G einerseits nicht konstant,
aber die Ableitung wire iiberall Null. A’ = 0. Der Satz vom beschriinkten Zuwachs zeigt, dass

das unter bestimmten Bedingungen nicht der Fall sein kann.

(12.1.18) Die letzte Bedingung war im Gegenbeispiel nicht erfiillt! Wir miissen verlangen, dass der gemein-
same Definitionsbereich I unserer Funktionen ein Intervall ist!

Ist der gemeinsame Definitionsbereich I ein Intervall, dann unterscheiden sich die
Stammfunktionen nur durch eine Konstante voneinander. Man erhilt alle Stamm-
funktionen, indem man zu einer solchen alle méglichen (auf I) konstanten Funktio-
nen hinzuaddiert. Graphisch: Man muss den Graphen einer Stammfunktion auf alle
moglichen Weisen parallel zur y-Achse verschieben!

Die traditionelle Schreibweise L[ 42f(z) =F(2) +q ce R frei,
ist daher als Parametrisierung aller Stammfunktionen zu interpretieren!
Sie gilt nur, wenn der Definitionsbereich ein Intervall ist:

(12.1.19) Insbesondere ist R ein Intervall. Die Gesamtheit aller Stammfunktionen von cos wird gegeben
durch F. mit F.(x) = sin(x) + ¢, wobei ¢ freier Parameter ist. Vielfach (besonders im schulischen Bereich)
ist es iiblich,
[ dzf(x) als Bezeichnung fiir die Schar aller Stammfunktionen anzusehen. Man schreibt dann
[ dxsinz = — cosz + ¢ mit ¢ als freiem oder #uBlerem Parameter. Der Leser muss dem jeweiligen
Zusammenhang entnehmen, was gemeint ist: Eine spezielle Stammfunktion oder aber die
Schar aller Stammfunktionen.
In jedem Fall muss man vorsichtig sein, zu naiv von f(x)=g(x) auf [dzf(z) = [dzg(z) zu
schlieflen.

O Ein Beispiel: (3x+2)=3x+2. Wir finden [ dz(3z +2) = #(3z +2)? + ¢, wie man sofort durch Ableiten priift.
Und (mit der vorweggenommenen Linearitit aus (12.1.32)):

3 3
/dm(?w +2)= S/da;x + Q/d:nl = (§X2—|-C1) + 2z + 62=§X2+2X+C mit c=cq+cs.

Gilt hier "c=c”?



(12.1.20) Was fiir eine (die Umkehrbarkeit erzwingende) Zusatzbedingung soll man nun an die
Stammfunktion stellen?

(12.1.22) Sei D(y,,y,) die Teilmenge aller Funktionen aus D = D(I) , die durch den Punkt (zo,yo) des
Graphenraumes geht. Auf diese Menge schrinken wir die Ableitung D ein, betrachten also die Abbildung

('D(Imyo),F — F/,W).

(12.1.23) Diese Abbildung ist nach Konstruktion jetzt umkehrbar. Fiir jede zuldssige Wahl von (zo, yo)
erhélt man eine eigene zugehorige Umkehrabbildung des Differenzierens.

Kurvenschar

fo(z) = 32 + ¢
Vorgegebener Punkt:

xo = —2 und yg = 3

Der Graph mit c:% geht

durch diesen Punkt! * // /{/1
o

(12.1.24) Fiir die tibliche Integrationstheorie beschréinkt man sich auf den Fall yy = 0. Der allgemeine Fall
ist fiir die Theorie der Differentialgleichungen grundlegend.

(12.1.25) Fiir diesen uns hier interessierenden Fall - also yo = 0, d.h. die gesuchte Stammfunktion hat bei
xo eine Nullstelle - fithren wir die iiblichen Bezeichnungen ein:

\{

R

= Sel I ecin Intervall und fe W(I). Weiter sci ac 1.
' Dann gibt es genau eine Stammfunktion Fe D(I), die F(a) = 0 erfiillt.
Diese Stammfunktion bezeichnen wir mit

Jdtf () = (Iz — [] dtf(t),R)
T Die gesamte Funktion wird unbestimmtes Integral von f genannt.
T Jeder Wert dieser Funktion heifit ein bestimmtes Integral von f.
t ist eine stumme Variable (genannt Integrationsvariable) .
Sie nur dazu dient, einen f definierenden Rechenausdruck als Integranden
formulieren zu kénnen.
T Die Funktion f bzw. der Rechenausdruck f(t) heifit der Integrand
im Sinne von Funktionsterm, fir den eine Stammfunktion zu suchen ist.

3 C o8 14 81
dtt° = | R,z — dtt’, R =R,z — -2 — —,R

Man iiberzeugt sich sofort, dass die geforderten Bedingungen erfiillt sind. Da t eine stumme Variable ist,

darf man schreiben N " =
/ dtt? = / daa® = / duvu® usw.
3 3 3

Vermeiden sollte man dagegen die verbreitete (Un)sitte, die obere Grenze x und die Integrationsvariable mit
demselben Buchstaben zu schreiben, also
xr
/ da' 3.
3

Das fiihrt zu Problemen, wenn die obere Grenze als duflerer Parameter im Integranden auftritt, was nicht
selten der Fall ist. Man sollte sich angewthnen, die Integrationsvariable etwa durch einen zusétzlichen Strich
abzusetzen. Soll das Integralzeichen "nur” einen Stammfunktion des Integranden (ohne Zusatzbedingung)
bezeichnen, dann gelten die in (12.1.19) eingefiihrten Konventionen, dann sollte aber keine Integrationsgrenze
angegeben werden.

(12.1.26) Beispiel:



!

. (12.1.27) Damit haben wir die rechte Gleichung unserer Hauptformel bereits verstanden:

| f: dt f(t) besteht in der Aufforderung: Suche zu f diejenige Stammfunktion, die bei a€ I eine
Nullstelle hat und berechnen ihren Wert an der Stelle b.

Bl Ist nun F irgendeine Stammfunkttion, dann ist die gesuchte gleich F+c und das unbestimmte

¢ bestimmt sich wegen F(a)+c¢=0 zu -F(a). Der gesuchte Integralwert ist folglich F(b)-F(a) wie
von der rechten Seite angegeben.

(12.1.28) Das Ergebnis ist die technische Form des Hauptsatzes der Differential- und Integralrech-
nung. Nochmals:

Sei I=[a,b] ein endliches Intervall und f:I— R .
Weiter sei F:I— R irgendeine Stammfunktion von f
Dann gilt
b
J, dtf(t) = F(b) — F(a)

(12.1.29) Die [ibliche Technik zur Berechnung eines Integrales | hesteht daher darin, irgendeine Stamm-
funktion zu suchen und fiir diese - anschlieSend! - die Wertedifferenz

F(b) — F(a) = Wert(obere Grenze) — Wert(untere Grenze)

zu berechnen.

Da beide Schritte ufwendig und fehleranféllig sein konnen, ist es sinnvoll, einen trennenden
Zwischenschritt mit aufzuschreiben. Man tut das so, dass man die Stammfunktion hin-
schreibt, sie in eckigen Klammern einschliefit oder sie mit einem senkrechten Strich abschlief3t
und die beiden einzusetzenden Grenzen anfiigt. Also:

T JYdtf(t) =

! Zuerst eine Stammfunktion F zu f suchen und hinschreiben.
! Dann die Grenzen einsetzen und die Differenz auswerten.

Es liegt hier eine gebréuchliche Realisierung unseres in (1.4.8) gegebenen Ratschlages zur Arbeitsskonomie
vor.
(12.1.30) Ein typisches Beispiel dieses Vorgehens.

1 1 1.1
3_ 44y _ (Lt _ L5
/dt(t t) (4t 5t)7

-1

1
1. 1
dtt? = £ |==(1-0

1 ) 1
/dtt = S+

-1

1 b
/dtﬁ =
0

1
/dtt3 =
-1

3
/dtt3 =
—2



Und was ergibt sich in kinematisch-physikalischer Interpretation:

ta
/ dtv(t) = s(ta) — s(t1) = zurickgel . Weg!

t1

(12.3.9) Die Liste der wichtigsten Stammfunktionen

f(x) [ x%a#-1]1 (WU x>0) [ cos(x) | sin(x) |e" | 752 11—952
F(x) a%_lxa“ In|z| (x#£0) sin(x) | -cos(x) | e* | atn(x) | asn(x)

12.1.3 Die allgemeinen Integrationsregeln

(12.1.31) Mit Hilfe des Hauptsatzes konnen wir sofort eine Reihe wichtiger Rechenregeln fiir die Integration
herleiten. Diese Regeln stellen wir jetzt zusammen. Dabei nehmen wir immer an, dass alle aufretenden
Funktionen in den jeweils betrachteten Intervallen eine Stammfunktion besitzen.

(12.1.32)

Linearitéit | [ dt (af(t) + Bg(t)) = o [ dt f(t) + B [ dtg(t) |

Bei einer zu integrierenden Summe oder Linearkombination benotigt man daher nur Stammfunktionen fiir
die einzelnen Summanden. Und konstante Faktoren kénnen vorgezogen werden. Das haben wir in (12.1.19)
bereits benutzt.

Zum Beweis: Sei F eine Stammfunktion zu f und G eine zu g. Dann ist aF'+ 3G eine zu o f + g.
Jetzt werte man beide Seiten mit dem Hauptsatz aus. Das ergibt die Gleichheit.

Die obere Grenze b ist in der Linearitétsformel freie Variable. Man kann b durch x€ [a, b] ersetzen so
dass die Linearitéit auch fiir unbestimmte Integrale mit gleicher unterer Grenze gilt.

/dx(ao +az+ . Fapz) = .2
2 a a nt! a
dw(apr’ + a1z’ + ...+ ana") = e BT RN L
/0 x(agx” + a1 anx™) ax + 5o n+1x 5 2 .

1 N n 1 n k n k
/ dx ( k:kak) = Z k/ dwmk = Z k_H$k+1‘1_1 = Z k_—l—l(l — (—l)kJrl)
! k=0 7~ k=0 k=0

(12.1.33) Bei der Linearitit bleiben die Integrationsgrenzen fest. Die niichsten Regeln beziehen sich auf
deren Anderung. Dagegen bleibt jetzt der Integrand unveréindert.

Additivitat: | [Tdtf() = [Caef@) + [Tt f@) | [Laer@) == [Faer@w) | [Cder@) =0 ]

Bei der ersten Additivitétsformel muss ¢ so gewihlt sein, dass alle Integrale existieren. Ist F Stammfunktion
von f, so besagt die erste Gleichung geméfi Hauptsatz einfach

F(b) = F(a) = (F(b) = F(¢) + (F(c) - F(a)).




Und das ist offensichtlich korrekt. Die beiden anderen Gleichungen folgen entsprechend. Die mittlere Gle-

ichung kann so interpretiert werden, dass sie zeigt, wie f: .... zu verstehen ist, wenn b<a gilt.
(12.1.34) Trotz ihrer scheinbaren Banalitit sind die beiden Regeln Linearitidt und Additivitdt fiir den
konkreten Umgang mit Integralen von grofler Bedeutung.

/ dex®™ = 2/ drz®™  a>0mn € N,
0

—a

(12.1.35) Eine dritte wichtige Regel folgt aus dem Satz vom beschrinkten Zuwachs.

Wir nehmen die folgende Rollenfestlegung vor: Eingabegréfien seien f=F' und g=G’. Und wir
nehmen an, dass fiir f und g im gesamten Intervall a < z < b die Ungleichung f(z) < g(x) gilt.
Dann sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt und wir diirfen auf F(b) — F(a) < G(b) — G(a)
schliefen. Nach dem Hauptsatz sind diese Differenzen aber gerade zwei bestimmte Integrale.

(12.1.36) Das Ergebnis:

Monotonie der Integration.
Sei I=[a,b] mit a<b. f und g seien in I integrabel.
Und fiir alle x mit @ <z <b gelte f(z) < g(x).

Dann | gilt fab dt f(t) < f; dt g(t) . Beachte a<b!

'” Kurz: Eine Ungleichung darf integriert werden!

(12.1.37) Dass eine Ungleichung unter (der Anwendung) irgendeiner mathematischen Operation (auf die
beiden Seiten der Ungleichung) erhalten bleibt, ist keineswegs selbstverstindlich. Differenziert man beide
Seiten einer Ungleichung, so bleibt sie in der Regel nicht giiltig! So gilt etwa f(z) = e™* > g(z) = —e™* fiir
alle x. Ableiten macht daraus die vollig falsche Ungleichung f'(z) = —e™* > ¢'(x) = e~ ".
O Wie steht es mit dem Quadrieren der Seiten einer Ungleichung?

(12.1.38) Die Integration verhélt sich diesbeziiglich viel besser als die Differentiation! Die Montonieeigen-
schaft ist sehr niitzlich, da man mit ihrer Hilfe auch fiir schwierigere Integrale leicht Abschéitzungen und
Niaherungen erhilt. Das Vorliegen einer Ungleichung f(z) < g(z) fiir die Integrandenfunktionen l4sst sich
vielfach mit Hilfe einfacher Grapheninspektion erkennen.

(12.1.39) Beachten Sie etwa, wie hiufig Ungleichungen wie f(x)>0 oder f(x)< ¢ im Integrationsberich zur

Verfiigung stehen. Dann folgt sofort f: dtc = cf: dtl = ct|® = c(b—a)

b b
/dtf(t)ZO bzw. /dtf(t)g[ct}Z:c(bfa).

a

(12.1.40) Stets gilt f(z) < |f(z)| und ebenso —f(z) < |f(z)|. Integration dieser beiden Ungleichungen
ergibt die folgende vielfach niitzliche Ungleichung:

raer)| < £ aelrel.

(12.1.41) Aber achten Sie bei Anwenden der Monotonie immer darauf, dass tatsichlich a<b gilt.
0 Was geschieht bei a>b?

Abschliefiend fiihren wir noch zwei andere Schreibweisen des Hauptsatzes ein, die manch-
mal nitzlich und vielfach gebrdauchlich sind.




(12.1.42) Es sei f eine zwischen a und b differenzierbare Funktion mit Ableitung f’. Dann ist f eine Stamm-
funktion von f'. Der Hauptsatz gibt folgende Formeln:

[Fdef(t)=f(x)-f(a) oder [dt Lf(t)=f(x)-f(a)

Beide Formeln zeigen, in welchem Sinne die Integration die Umkehrung der Ableitung ist.

(..43) Aber auch die umgekehrte Reihenfolge liefert eine wichtige Formel. Umgekehrte Reihenfolge sagt: Erst
Integrieren, dann Differenzieren. Sei dazu F eine Stammfunktion von f. Dann gilt ff dt f(t) = F(x) — F(a).
Wir differenzieren beide Seiten nach x und finden:

d

7 | w0 =,

Die Ableitung eines Integrales nach der oberen Grenze ergibt den Integranden!
O Konkretisieren Sie diese Schreibweisen fiir das Beispiel f(t)=t und a=-1.
O Was ist -4 ff dt f(t)?
O Wasist [ dt fbt ds f(s) ? Etwa [ dt flt dss® ?

Anwendungsbeispiel der Monotonie:

— 2
7777 L&Bt sich beweisbar nicht analytisch berechnen! Aber man hat die Ungleichung;:

7I2 S 1

0 < e
0 < I<1

Das kann man durch die folgende Ungleichungskette verbessern:

0 < L+(e=1-1)x<e=* §1+(e_1—1)x2|§ 1
-1 _ 1 -1 _ 1
1+55— < I<1+°
e < 14+ (e t=1u
Durch Integration folgt
-1 _ 1 -1 _ 1
146 — < I<1+ c

068 < I<0.79 numerisch!

Graphische Darstellung der Integrandenungleichung

14

0.87

0.4

0.2




Berechnung und Schétzung eines Mittelwertes:sin(z) 2

0.5

-0.5

12.3.1a Konsequenzen von Symmetrien

f027r dzsin(z) =0

Folgt iiber die
Mittelwertinterpretation (12.2.3)

(12.3.3) Vielfach ist die Additivitdt (12.1.33) niitzlich.

27 .2 k3 2
fo drsin®x = 4]0 dzsin” x.

O Vereinfachen oder berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe von Symmetrieeigenschaften:

|f52d1‘x4 ‘ f_zgdxx‘r’ | f_lldm(ZxQ—x?’) ‘ f_lldxﬁ

[J Berechnen sie fOA dx x und ff dz x mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft.
12.3.1b Abschitzungen
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Als Erginzung noch die zugehorige Mittelwertfunktion:
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12.3.1c Einheitenkontrolle
I

. .Kurz: dx erhilt dieselbe Dimension wie x.
(12.3.7) Hat man keine Einheit zur Verfiigung, dann kann man den Termen u.U. willkiirlich eine solche

zuordnen. Dabei muss man manchmal kiinstlich duflere Parameter in den Integranden einfiihren.

5 5h
d d
/ 2—x wird ersetzt durch / @
2 X + 1 2h ZEQ + h2

Jetzt kann man x und h eine gemeinsame Einheit, etwa m, zuordnen. Das Integral hat dann die Einheit
-1

?

m

[T [Te@ T[T ™ —1) [ Te ta]

12.3.2 Direkte Integration

12.3.2a Kenntnis einer Stammfunktion

Gewisse Stammfunktionen sollte man auswendig wissen.

(12.3.9) Die Liste der wichtigsten Stammfunktionen

f(x) | x%a# -1 % cosx | sinx | e leﬁ ﬁ
F(x) %ﬂx‘”‘l In|z| | sinx | -cosx | €® | atn(x) | asn(x)

Einige Bemerkungen zu dieser Liste:

e Stammfunktion zu x 2 ist f%z*Q. Vielfach findet man stattdessen fehlerhaft die Potenz x—*. Bei

negativem a verkleinert sich der Absolutwert. (Daher die Stammfunktion zur Probe moglichst dif-
ferenzieren!)

e Ein anderes wichtiges Beispiel: [ d—\/ﬁ— = [dzz~3 =227 = /7.

e 1/x ist eine ungerade Funktion. Dann gibt es dazu eine gerade Stammfunktion und das ist In|z| .Man
sollte die Betragsstriche immer erst fortlassen, wenn man sich vergewissert hat, dass im Integrations-
bereich nur positive Werte vorkommen. Etwa In|1 + 22| = In(1+2?). Uber Null darf hier nie integriert
werden.

e Denken sie an das Minuszeichen bei f drsinxz = —cos .

o [ da:# = atn(x) ist eine sehr niitzliche und vielfach benstigte Stammfunktion.

Kontrollmethode:

Eine gewonnene Stammfunktion sollte zur Kontrolle differenziert werden.

[0 Sie suchen eine Stammfunktion von x~%. Sie raten "Faktorxz~3”. Bestimmen Sie den Faktor iiber eine
Ableitungsprobe. Jemand anders gibt %:p_i an. Wieso ist das falsch?

12.3.2b Die ” 1/a-Regel”
Mit Hilfe geeigneter Verfahren ldsst sich aus der Liste bekannter (=gewufSter) Stammfunktionen

eine Vielzahl weiterer Stammfunktionen gewinnen. Man muss jeweils nur erkennen, wahrnehmen,
dass der Integrand eine bestimmte Struktur besitzt.

11
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Die ”1/a-Regel”

Gesucht wird eine Stammfunktion fiir x — f(axz 4+ 8) mit a # 0.
Man kenne eine Stammfunktion y— F(y) zu y— f(y).

Dann ist x— < F(az + 3) eine Stammfunktion
der gesuchten Zuordnung.

Als Formel: [dxf(az + B)=1F(az+f) .

Der Beweis folgt sofort durch Ableiten. Als Verlaufsdiagramm:

X

o

az+ ~F(az + B)
S 74t [ daflaz+5) =

y

1F (y)

%F(ax +0)

(12.8.12) Die 1/a-Regel ist ausgesprochen niitzlich, da sie in einer Vielzahl von Féllen eine sehr effiziente
Integration erlaubt. Bemerkt man die angegebene Struktur, dann schreibt man den Faktor % hin und dazu
die bekannte Stammfunktion mit dem neuen Argument! Wir illustrieren das Vorgehen an einer Reihe von

Beispielen.

(12.3.13) |I, = [ da(3 — 22)".

(12.3.14) | I, = 03 Sli_mr = [In|5 —I—Q:H(S) — . Hierist o = 1.
I, = 610 5(1__:575 =—[In|5 — z”éo = —(In(5) —In(1)) = —In(5) = —1.6.

Hier ist @ = —2.Es folgt I; = —3 - £ [(3 — 2x)8]; = (35 -1).

12.3.2c Die Umkehrung der Kettenregel

Das gibt folgende Integrationsregel

Oder auch (vgl. (12.1.42)):

Die Umkehrung der Kettenregel

Der Integrand haben die Form ¢'(x)f(g(z))

$i

Weiter sei F(y) Stammfunktion zu f(y).

Dann ist F(g(x)) Stamfunktion zu g’(z) f(g(x)

[ dx g'(x)f(g(x)) = F(g(x)).

Jdxg ()f(g(x)= [ dxLF(g(x)=F(g(x))|%.

Wieder liegt eine Ausweitung der direkten Integration vor. Hat der Integrand die gegebene Struktur, die
man sich am besten als Verlaufsdiagramm einpriigt, dann benétigt man nur eine Stammfunktion F zu f.

Suche hierzu Stammfunktion F

f(9(x))

g'(x)

12



Beispiele:

K, = [? dt(2 - 111)°

= [P dt-t-(2-202)%) = L [7 dt(—4t)(2 - 262)°
=-1l@2-22)%2, = .
—4t — \
r—o5 2= =y fy)=1y° —x—

(y
1yblrer | L(2-2t2)6

Ky = [ dt - (2t +3) - (2= 2(12 + 3t + 5))°

z -4 222 +3t+5) =y fly)=y> —x—
F(y)[???

Ky = fy doav/3+ 427 = 1 [ da(82)(3 + 42%)% = 12(3 + 4a?)3[} = .
K5 = [ dt cos(wt)sin(sin(wt)) = L [ S "
:—% cos(sin(wt))

KG —_ foﬂ' do t sin(at)

IFtcos?(at)
[ dzx sin(QxZ) = —3 cos(z?) )
Jdewe™ = =3 [ do(=2z)e* =te
—tsin(at) - pN
T =4 cos(at) =y fly) = 4+1tu2 -

< uvt o9
7 arctan 5 |71

S S, ¥ Sl o S S 104 _
= I e =2 g e = a0 VB =
Ks = fy deavT =22 = —1 [ de(~20)VT— 2% = —12(1 - 2%)3}

e’ 1 V17e® 1 T
J do ey = 7 [ do 1+(\/_€I) = Jratn(VITer)
1_19 Jdz (174&?5@)21 = 19 210 (17+19e1)20

[dtsigm =5 [ dtbtsgm = §In[2+3t%| = §In(2+ 3¢%)

[yl = [ dyf'(v) - 755 = In|£(v)|
Jdztanz = —fd =sine — _In(cosx)

COS T

10..10.
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A da  _ fA dz _ A du A dze® _ j‘A daa® _
0 THeZ = - 0 TFatz® = - 0 THaTy = 0 Tfesms = - 0 Trastyp =
7 | 1
Schiitze grob ab e =5 <sinz <1 (inI) dh |..7..< == <..7| Die zweite Ungleichung
i L1 .
noch durch eine Gerade verbessern: @) <y +m(x—xp) fir T<z< 3

Versagen die bisherigen Methoden, sollte / kann man die néchste Methode versuchen. Stichwortartige

Bezeichnung;:
"Umformung des Rechenausdrucks"

/dtsingt:/dtsint~sin2t: —/dt(—sint)(l—coth) = ...

Fortfiihrung des letzten Beispiels von gestern:

/ .dav :/dafs;nm:/dx desinz UK
sin(x) sin’ 1—cos?x

/ dy / dy /dy( 1 1 >

= —_— = i —+—
1—y? (I-y)(1+y) 2 \l-y 1+y
1 1 1+y
S (=t y+1n|1+y|)—2ln)l_y)

/ dx 1 ‘1+cosx
- =—In|—
1—cosx

Heute intensiv getibt: Eine Regel zuerst allgemein verstehen und dann anschliefiend die Beispiele sofort
konnen. Also nicht erst tiber die Beispiele lernen. Finerseit war zu sehen, wie schwer das fallt, andererseits
sieht man deutlich den Effekt des Kurses. Das geht jetzt schon ganz gut und wichtiger: Das Provblem wird

verstanden.

12.3.4c Die Partialbruchzerlegung

(12.8.32) Das zugehorige Einstiegsbeispiel bestand in der folgenden Umschreibung eines Rechenausdrucks,
deren Giiltigkeit man sofort durch Hauptnennerbildung der rechten Seite bestétigt:

(x—a)l(:c—b)_aib<xiaazib)'

14



Dabei muss aber a # b gelten. Fiir a = —b # 0 erhilt man folgenden niitzlichen Spezialfall:

1 1 11
12—a?2 (r—a)(z+a) 2a\z—a x+a)’

(Im Kopf unbedingt rechts Hauptenner bilden!)
(12.8.33) Fiir die linke Seite kennen wir bisher keine Stammfunktion. Fiir die rechte dagegen kann man
leicht eine angeben. Die zweite Gleichung (a=-b) beispielsweise gibt

r—a

dx 11| | 11‘ +al 11
— — =—llzr—a|—=—1In =—1In
2 —a?  2a roa 2a rra 2a

r+al

0 J s =
(12.8.34) Es erhebt sich die Frage nach der Verallgemeinerbarkeit des Resultates und nach einer Methode,

derartige Umformungen des Rechenausdrucks systematisch zu finden.

{?

« Sachlich geht es dabei immer darum, das Verfahren der Hauptnennerbildung umzukehren. Von
rechts nach links gesehen, hat man es mit einer Hauptnennerbildung zu tun. Aber wie kommt man vom
Ergebnis zu den einzelnen Summanden, den Partialbriichen?

(12.3.35) Zuniichst kann man mit dem obigen Beispiel etwas herumspielen und versuchen, es zu verallge-
meinern. Dabei wird man jeweils mit der rechten Seite starten und dann die linke durch Hauptnennerbildung
bestimmen. Man kann so untersuchen, welche linken Seiten man iiberhaupt erhilt. Ein Beispiel:
Al A2 o (A1 +A2)x—A1b—A2a o B.’L‘+C
:E—a+:1c—b_ (x—a)(z—0) C(x—a)(z—0b)
mit naheliegenden Hilfsgréfien B und C.

[0 Zeigen Sie: Gibt man B und C als duflere Parameter vor, dann gibt es dazu immer genau ein Paar Ay, A5, das

obige Gleichung erfiillt, sofern a b. D.h.: Losen Sie das folgende lineare Gleichungssystem (a,b,B und C

duflere Parameter)

|A1—|—A2:B | bA1+CLA2:—C |

Zeigen Sie, dass es fiir a # b immer eindeutig 16sbar ist! Das bedeutet: Gibt man die rechte Seite vor, kann
man die linke angeben und dann auch integrieren.

Durch Uberlegungen dieser Art kommt man ziemlich leicht zu korrekten Vermutungen iiber die Ausdriicke
die man mit Partialbruchzerlegung behandeln kann. Aber man sollte nicht versuchen, daraus einen
Beweis zu entwickeln. Ebensowenig sollte man versuchen, die benotigten Koeffiziente A; und As auf
diese Weise zu bestimmen, wie es leider vielfach geschieht. ( Wir verzichten hier darauf, zu beweisen, dass
die Partialbruchzerlegung immer existiert. Dieser Beweis ldsst sich relativ leicht fiihren, wenn man unser
Konstruktionsverfahren durch einige einfache Rsultate der Analysis ergénzt.)

Wir geben nachfolgend ein effizientes Rechenschema zur Bestimmung der Partialbruchzerlequng
und kommentieren es anschlieffend. In der Literatur findet man meist Verfahren, die weitaus
aufwendiger sind.

(12.3.36) Das Partialbruchschema
M Das Ausgangsszenenbild:

e Gegeben eine rationale Funktion| r(x):P((f)) , fiir die eine Stammfunktion gesucht wird.

. Durch| Polynomdivision| kann man erreichen, dass der Zihlergrad kleiner als der Nennergrad wird.

D.h. man kann ein Polynom A(x) abspalten mit

wobei p jetzt einen kleineren Grad als g hat. Vielfach gelingt das bereits durch geschicktes Umschreiben
des Nenners.
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B Die Bestimmung der Partialbruchzerlegung: (=-Der Grad von p sei kleiner als der von q.=n
Die Bestimmung erfolgt nun in drei Schritten, die wir Faktorisierung, Ansatz und Koeffizientenbestimmung

nennermn.

e Faktorisierung des Nenners: Der Nenner q(x) ist reell zu faktorisieren! Reelle Nullstellen treten als

Faktoren (x-a) auf und komplexe paarweise als Faktoren‘ (z —u)? +v?) = (z — (u+iv))(x — (u—1iv)) ‘

Gleiche Faktoren sind zusammenzufassen zu einem einzigen Faktor (x-a)* bzw. ((x —u)? + v?)’. Dass
sich das Polynom stets so faktorisieren ldsst, werden wir spiter begriinden. Praktisch ist diese Fak-
torisierung teilweise schwierig herzustellen.

e Beispiel: 1+ 2* = (22 + 2z +1) (22 — V22 +1) = ...

e Ist q auf diese Weise faktorisiert, kann man den Partialbruchansatz (mit noch zu bestimmenden
Koeffizienten) machen. Dieser sollte wie folgt aussehen:

— Zu jedem Faktor (x-a)* des Nenners q(x) ist ein Summand hinzuschreiben, der fiir die ersten k

wie folgt aussieht:

(z —a)? (r — a)? (x —a)3 usw.
2
% Ao?ﬁé;}z—a) A0+A1(w(;i):)-;\2(z—a) USW.

— Entsprechend ist zu jedem Faktor ((z —u)?4v2)¢ ein Summand hinzuschreiben, der fiir die ersten

¢ wie folgt anzusetzen ist:

((z —u)® +0?)! ((z —u)? +0v?)? usw.
Ag(z=u)+Bo [Ao(z—w)+Bo)|+[As (z—w)+ B1]((w—u)*+v7%)
(EEMEETT) (EEDLENIL

Die Bildung der Summanden ist gut zu merken, wenn man die folgenden Sachverhalte beachtet:

* Der Zidhlergrad ist immer um Eins geringer als der Nennergrad,
x Die Variable x sollte auch im Zihler immer in der Kombination x-a bzw. x-u auftreten, wie

sie vom Nennerfaktor vorgegeben wird.

* Ansatzbruch zerlegen. Etwa: A°+A1(z(;i)(;g§4 2(—a)®

Seite ist besser zu merken. Rechne mit linker Seite!

= (xfg)g + (wf;)z + (a:éfz)l' Die rechte

e Die Koeffizientenbestimmung. Hierzu geht man wie folgt vor:

Fiir jedes Nennerprodukt (x — a)* multipliziere man beide Seiten der Ansatzgleichung mit (x-a)*

und kiirze soweit moglich. Das ergibt eine Gleichung G,. Dann setze man in G,fiir x den Wert a
ein! Das gibt sofort den Koeflizienten Aq. Ist k=1, so ist der zugehorige Partialbruch bestimmt.
Ist k>1 differenziere man G, nach x und setze dann fiir x den Wert a ein. Das gibt A;.

Usw.

Fiir jeden Nennerfaktor ((z — u)? + v2)* multipliziere man mit ((z —u)? + v?)¢ und kiirze soweit
moglich. Das gibt eine Gleichung G,,,,. In diese setze man fiir x die komplexe Nullstelle zy = u+1iv
ein. Es entsteht eine Gleichung zwischen komplexen Zahlen, aus der man Ay und By abliest.

Ist £ > 1, ist Gy, nach x zu differenzieren und dann fiir x die Nullstelle u+iv einsetzen.

Usw.

M Die Integration:
(12.8.37) Am Ende ist die gesamte Partialbruchzerlegung bestimmt. Alle Summanden lassen sich einzeln
integrieren, d.h. wir kennen eine zugehorige Stammfunktion. Dabei ist es besonders vorteilhaft, dass x
immer als x-a bzw. x-u vorkommt, also als innere Ableitung der Nennerpotenzen. Die Integrierbarkeit aller
Beitrige, die im Fall komplexer Nullstellen auftreten, werden wir mit Hilfe der Methode der Ableitumg nach
einem Parameter zeigen. Fiir die Terme, die bei mehrfachen komplexen Nullstellen (¢ > 1) auftreten, konnen
wir bisher noch kein Stammfunktion angeben.
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(12.3.38) Damit ist natiirlich nicht bewiesen, dass dies Verfahren immer funktioniert. Die Bedingung fiir das
Funktionieren ist, dass alle gleichen Nullstellen zusammengefasst sind. Sind alle Nullstellen einfach,
so ist die Bestimmung der Koeflizienten offensichtlich besonders leicht, sie kénnen meist im Kopf berechnet
werden. Auf den Beweis dieser Ausssagen gehen wir hier nicht ein. Die zweite Liicke liegt im Bereich der
Faktorisierung des Nenners: Kann man eventuelle komplexe Nullstellen immer in der angegebenen Weise
zusammenfassen? Wir werden das unten in einer Ergiinzung zeigen.

Beispiele:
(12.3.38) Wir gehen einige Beispiele zunehmender Komplexitét durch. Wir setzen die Beispiele etwas
allgemeiner an, als iiblich, indem wir fiir den Zahler vielfach allgemeine Polynome (zuléissigen Grades) wihlen.
Generell sei nachfolgend p(z) immer ein Polynom vom Grade k.
(12.3.39) Meist schreiben wir nacheinander die zu zerlegende rationale Funktion, den Ansatz und dann das
Resultat hin. Der Nenner sei von vornherein faktorisiert. Groflbuchstaben bezeichnen zu bestimmende Ko-
effizienten des Ansatzes. Kleine Buchstaben vom Anfang des Alphabets sind duflere Parameter. Vergleichen
Sie immer mit den Schritten des allgemeinen Schemas!

(12.3.40) Beispiel 1: Zwei einfache reelle Nullstellen. Der Ansatz:

p1(2) Ay B (m(a) _ pl(b)).

(@—a)(z—b)  z—a a—b

T—a z—b

Wie erhélt man etwa A? Also den Ausdruck rechts? Multiplikation (der Gleichung links) mit x-a gibt die
Gleichung

pi(z) pi(z)
=A — .
x—b +(z—a) x—b
Setzt man hierin x=a, so folgt A zu A:pal—g)) wie angegeben. Beachten Sie: Der zweite Summand rechts gibt
fiir x=a Null! Multipliziert man mit x-b und setzt dann x=b, so folgt entsprechend B. Die Rechnung ldsst
sich problemlos im Kopf oder einem Hilfszettel ausfiihren.
Inspektion des Resultates:

1. a=b gibt fiir A und B Probleme. Die Nullstellen miissen verschieden sein.

2. Vertauscht man links a und b, so #ndert sich die Ausgangsfunktion nicht. Dasselbe ist rechts der Fall,
da sich zwei Vorzeichen kompensieren. Ublicherweise wihlt man a>b.

3. Die Einheit von A und B ist die von 1/x mal der von p(x).

4. b+a=0 gibt den Nenner 22 — a?.

(12.3.41) Beispiel 2: FEine einfache und eine doppelte Nullstelle. Die erste Zeile enthiilt den Ansatz.

p2($) _ A + Bl(]} — b) + Bg
(x —a)(x — b)? T—a (x — b)?
_ 1 p2(a)  p2(b) —py(b)(b—a)  p2(b)(b—a)
 (a—b)2 (w—a z—b + (z — b)? >

A und Bs erhilt man erneut unmittelbar und problemlos wie in (12.3.40). By liefert den dritten angegebenen
Partialbruch. B; folgt, indem man nach Multiplikation mit (x-b)? nach x differenziert. Auszufiihren ist das
nur fiir die linke Seite der entstehenden Gleichung;:

x A
p2—() :(l’*b)Q' —+B1($7b)+BQ

T —a T—a
Leitet man den ersten Summanden rechts nach der Produktregel ab, bleibt immer noch mindestens ein Faktor
(x-b), der diesen Beitrag beim niichsten Schritt zum Verschwinden bringt. Boverschwindet beim Ableiten
und aus B (z — b) wird B;.Und das bleibt stehen, wenn man x=b setzt. Also

pé(w)(w(;a)a—)fﬂx) L (@—b)[]+Bi.
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Jetzt folgt fiir x=Db der Koeffizient B; wie angegeben.
Inspektion des Resultates:

1. a=b geht nicht. Einheitenkontrolle ist stimmig.

2. pa(x) =z — b. Das gibt fiir die linke Seite das erste Beispiel. Damit wird p2(b) = 0. Auch rechts steht
somit das alte Resultat.

(12.3.42) Beispiel 3: Zwei doppelte reelle Nullstellen. Das gibt:

_ oml®  _ Ale—a)+ A Bi(z—b)+ B
(z —a)?(z—b)? (r —a)? (z — b)2
1 {2P3(a)+p§(a)(bfa) L pe(@(b—a)
(b—a)? (z —a) (x —a)?

Beachten Sie, auf welche Weise auf der rechten Seite die Symmetrie beim Vertauschen von a und b gesichert
wird.

(12.3.43) Beispiel 4: Eine reelle Nullstelle und ein Paar komplezer.

Also:
p2(7) _ A Bi(z —u)+ By
(x—a)((x —u)2+v2) z—a (x — u)? 4 v?
A folgt wie iiblich. Fiir Byund By gibt das Verfahren die folgende Gleichung, wobei fiir x bereits die Nullstelle
u+iv eingesetzt ist:

pa(u + iv) .
—— =8B By.
U+ —a 1) + Bo
Wir nehmen an, dass ps reelles Polynom ist (keine komplexen Koeffizienten!). Dann ist ps(u+iv)=p, + ip;
mit p, = 3(p2(u+ i) + P2(u+iv)) und p; = 55 (p2(u + ) — Pa(u + iv)).
Dann folgt nach (6.3.41):
p2(utiv)  (pr+ip)((u—a)—iv) p(u—a)+pv .pi(u—a)—po

u+iv—a (u—a)? 42  (u—a)? 402 (u—a)? +v?
Also:
A=Zists Bo= Bl Bi=(Rihs

Jeder der entstehende Partialbriiche ist direkt integrabel.

(6.3.44) Beispiel 5: Zwei Paare komplexer Nullstellen.

Hier betrachten wir r(X):#_H. Wir bestimmen die vier komplexen Nullstellen z;, = ei(% —%Fk) von x* +1
(vgl. (6.3.42)) und multiplizieren die beiden Paare zueinander konjugiert komplexer Linearfaktoren aus. Das
gibt folgende Faktorisierung, die wir auch leicht direkt verifizieren kénnen:

1 1

FHT T (@ + 3V + (@ -3V + 5)

Das fithrt uns zu dem Partialbruchansatz

T (@ VR D) (- 3R D)
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Jetzt lauft das Schema wie iiblich weiter. Fiir x= f% + z% folgt

1
(=V2+ 5 +3

+ Ap.

Und das gibt:

1

—A1(7§)
Ay = A= Liva
0=y A= Ve

4
Entsprechend folgt:
1 1
By=-.By=—-v2.
=g Bi=-3v2

Insgesamt folgt die gesuchte Partialbruchzerlegung:

1 1 V2@+g5)+l | —V2(@-T5)+]

2414 (@ +3v2)24]) | 4 ((@-3VD)2+])

Die rechte Seite lisst sich problemlos mit Umkehrung Kettenregel integrieren!
(6.3.45) Natiirlich kann und muss man die Parialbruchmethode auch mit anderen Integrationsmethoden
kombinieren. Im n#chsten Beispiel kombinieren wir sie mit der Umkehrung der Kettenregel:

/7r dzsinx cosx 1 ”d (— sinz) 1 1
—— = —— x(—sinz —
g 4—e?cos?z 2e Jy 2—ecosx 2+ecosx
1
= —%[—ln|2—ecosw|—1n|2—|—ecosx\]g=...

(6.3.46) Zuletzt noch ein Beispiel mit mehrfacher komplexer Nullstelle

/ du _ / du

(ut = 1) (u? +1)*(u+1)*(u — 1)

11+3u+1) 11-3u-1) 11+ @w?+1)
16 (u+1)2 16 (u—12 4 (u®+1)2

Der Rechenweg sollte klar sei. Aber im dritten Summanden ist der Term W enthalten, fiir den wir
noch keine Stammfunktion kennen.

Zusitzliches gerechnetes Beispiel:
Ansatz:

1 Ao+ Az N By + Bix + [Co + C17] (22 + a?)
22(z2 +a?)? a2 (22 + a2)?

Multiplizieren mit (x 4+ a?)? gibt (*)

1
== (z® +a®)? (.) + Bo + Biz + [Cy + Chz] (2* + a?)

x=ia setzen:

1
—2 =0 + Bo + Blia + 0 B1=0 B():-a—g

(*) nach x ableiten:
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*2% = (2% +a?)(...) + By + (C1)(2? 4 a®) + (Co + C1z)(22)

x=ila setzen:

-2

—5 = (Co + Chia)(2ia)
1
Co+ Ciia = —g Coz-a% C1=0
Mit x*multiplizieren gibt (**)
! Ag+ A
m =Ag+ A1x + ...
x=0 setzen: |Ap = a—14
(**) Ableiten und dann x=0 setzen:
—Az
A,=0

Alle 6 Koeffizienten sind bestimmt!

Ag=72 A1=0 By=-7 Bi=0 Ci1=0 Co=—7

ol
Ergebnis :
1 -1 — 2z [ @’ +a?)
z2(x2+a2)2 — z2at (m2+a2)2
|1 1 _ 1 _ 1
—| a%z2 a?(z2+a?)? a®(@®+a?) ~ z2(z2+a?)?

(12.8.47) Wir abstrahieren aus unseren Beispielen jetzt eine weitere wichtige und leider vielfach zu wenig
beachtete Kontrollmethode:

Suche nach einem Spezialfall - etwa einem speziellem Wert eines dufleren Parameters -
fiir den man das Integral kennt oder relativ leicht unabhéngig berechnen kann.
Stimmt das eigene Resultat fiir diesen Spezialfall?

12.3.4e Partielle Integration

Bei der Inspektion des Integranden in Hinblick auf Integrierbarkeit ist es wichtig, das Vorhan-
densein von Faktoren bestimmter Art wahrzunehmen. Uber einen passenden Faktor erkennt man
die Anwendbarkeit der Methode der Umkehrung der Kettenregel. Vielfach findet man aber auch
storende, nicht passende Faktorem vor. Man konnte integrieren, wenn ein bestimmter Faktor
nicht vorhanden wdre. Beispiele:

[ dz zsin(z) fdtt3eft2 J (1_1:1#)2 .

Im ersten Fall stort der Foktor x, im zweiten ein t2 und im dritten das dufere Quadrat. Wir
werden zwei Methoden entwickeln, die Faktoren beseitigen oder zumindest abdndern.
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(12.3.49) Die erste, jetzt zu besprechende Methode entsteht durch Integration der Produktregel. Integra-
tion dieser Ableitungsregel gibt:

(w)'(z) = u'(@)o(z) +ulz)v'(x)

b b
[u(z)v(z)]? = /dm u’(m)v(x)—i—/ dr u(z)v'(z)

Dabei haben wir links den Hauptsatz angewandt. Durch Umstellen erhilt man

f: da u(x)v'(z) = [u(z)v(z))’ — f; dx ' (z)v(z).

Im Rahmen unserer Problematik ist das so zu interpretieren:

Der Integrand besteht aus zwei Faktoren. Den ”stérenden” bezeichnen wir mit u(x). Dann ist
das Integral gleich der rechten Seite, auf der noch eine Integration durchzufiihren ist, aber im
Integranden ist u(x) durch u'(x) ersetzt. Der zweite Faktor ist allerdings auch abgeéndert, durch
eine Stammfunktion ersetzt.

Im ersten Beitrag ist nur der zweite Faktor durch eine Stammfunktion zu ersetzen, die dann im nachfol-
genden Integral wieder auftaucht. Beachten Sie auch das Minus vor dem Integral.
(12.3.50) Unser erstes Beispiel aus der Einfiihrung lisst sich mit diesem Verfahren unmittelbar rechnen:

/ab dt-t-sin(wt) = [t : (Zyl) cos(wt):| b - /ab dt-1- %1 cos(wt)

[t - % cos(wt)f + [% sin(wt)}

a

b

a

Der Faktor t verschwindet (beim Ableiten fiir die Integration) einfach.
(12.3.51) Andere Faktoren wie In(x) werden durch das Ableiten einfacher. Etwa

A 1 ) A A 1 , 1
/1 dt tin(t) = [515 ln(t)]1 —/1 dist? - = .

Hier ist der storende Faktor der 2. Faktor In(t). Er wird differenziert. (U.U. ist es giinstig, die Rollen u und
v/ an die Faktoren des Integranden anzuschreiben.

1 t
1 u v’

A
I dtt -In(t)= {%tzln(t)} B (O T

u v

Wie immer sollte man nach der Rolle des Faktors sehen ( stort er? ), nicht einfach den ersten u’ setzen weil
man es so aufsagt.

(12.3.52) Noch ein Beispiel, bei dem nur der storende Faktor vorhanden ist. Man weiss aber, dass er durch
Ableitung vereinfacht wird. Dann kann man einfach eine 1 als zweiten Faktor einfiigen.

/OA dz atn(z) = /OA dx 1- atn(z) =[x - atn(x)]g‘ _ /OA da

v

1422
1
= A-atn(A) — §ln|1 —|—A2|
Ableiten nach A bestiitigt leicht, dass man tatséichlich eine Stammfunktion gefunden hat.

O Finden sie entsprechend eine Stammfunktion fiir In(x) und fiir asn(x).
O Bestimmen Sie [ dt te .

Ein weiteres diskutiertes und gerechnetes Beispiel fiir die partielle Integration:
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/dzcos4:c = /dzcos:vcos%c = [sinz cos® 2] f/dxsin:r-B(f sinz) cos” x
o . 3 ) 2
= sinzcos’z+3 [ drsin“zcos”z

= sinxcos3x—|—3/dx(1 —cos? ) cos® x

Damit 148t sich [ dz cos* x berechnen, wenn man noch folgende Omformung beachtet:
cos(2x) = cos? z — sin® 2 = 2cos?z — 1
cos?z = 1(1 + cos(2z))
[dzcos?x = 3(z + 5 sin(2x))
Endergebnis:

4 1 45 . 3 . 3
cos xdz:Zcos xsm:z:+§cos:rsmx+§x

12.3.4f Ableiten nach einem Parameter

(12.3.53) Die zweite angekiindigte Methode, stérende Faktoren im Integranden zu beseitigen oder zu vere-
infachen, sieht wie folgt aus:

Man startet mit einem Integranden f(x,a), der neben der Integrationsvariablen noch von einem
#ufleren Parameter a abhingt. Dann sucht man sich eine Stammfunktion g(x,a) beziiglich dieses
Parameters. D.h. es gilt %g(w,a) = f(x,a). Damit rechnet man wie folgt:

B B b b B
/A dxf(x,a):/A dx%g(aj,a)Z%/A dxg(z,a).

Es gibt mathematische Sitze, die zeigen, dass unter iiblichen Umstéinde das letzte Gleichheitszeichen
korrekt ist: Man darf also zuerst integrieren und dann erst nach dem Parameter differenzieren. In giinstigen
Fillen fehlt nun in g ein urspriinglich stérender Faktor. Er wird durch die Ableitung ersetzt, die aber
erst nach der Integration erfolgt und ja eine reine Routineoperation ist. Auf die Sétze, die das Vertauschen
rechtfertigen, gehen wir hier nicht ein.

(12.3.54) Ist iibrigens G(x,a) Stammfunktion (in x) zu g(x,a), dann gilt
0 B 0
3¢ G0l = | (Gl.a) = G(B.a)

Man kann also wihlen, ob man erst differenziert und dann die Grenzen einsetzt oder umgekehrt.

[0 Im folgenden Beispiel ist es niitzlich, zuerst die Grenzen einzusetzen. Es sei a>0:

/dte*‘”t”: 9 / dte = 9 ie*at = ..
0 Oa 0 Oa —a 0

Vervollstéindigen Sie die Rechnung. ,
(12.3.55) Ein Beispiel: Im Integranden t3e=%" stort ein Faktor t2. Ohne ihn bietet sich die Umkehrung der
Kettenregel an. Unsere Methode gibt

A A A A

2 0 2 0 2 0 1 2

3 —at - tt —at® _ _ —at® _ —at
/o dtt’e /0 d _6(16 %0 A dtte %0 = e .

a 1 _ A2 1 _ A2 1 2 _ A2
= ———|1—-¢"° =—1|1—-¢e* — — (+A%e ¢
Oa 2a [ € ] 2a2 [ € } 2a (+ ¢ )
1

ﬁ |:1 o efaA2 + G,A2€7GA2:|

22



Das Ableiten am Ende der Rechnung kann aufwendig sein, aber es ldsst sich eben immer routineméfig
durchfithren, wogegen man bei der Integration zunéchst nicht weiter kommt.

(12.3.56) Ein anderes Beispiel eines hiufig stérenden Faktors ist ein Logarithmus. Die folgende Rechnung
zeigt, wie man derartige Faktoren u.U. beseitigen kann.

0 0 9 zott
ay — alna:l _ aln(z) _ / a _
/d:c:r n(z) /dme nx aa/d:ce %0 dz x P

(12.8.57) Manchmal fehlt der Parameter, nach dem man differenzieren kénnte. Dann kann es sinnvoll sein,
einen solchen kiinstlich einzufiihren, also ein Integral mit einem zusitzliche dufleren Parameter zu behandeln
und am Ende den benotigten speziellen Wert einzusetzen. (Das haben wir bereits in (12.3.7) vorgeschlagen,
um eine eventuelle Einheitenkontrolle zu erméglichen.) Das néichste Beispiel illustriert diese Strategie.
(12.3.58) Das Integral ist eines, das man noch fiir die Partialbruchmethode benétigt, das wir aber bisher
noch nicht gelost haben. Vgl. (6.3.46).

dx

d
I= / (—:10 . wird verallgemeinert zu I(a) = /m

1+ 22)2

Offenbar ist I=I(1). In I fehlt ein Parameter, in I(a) ist er vorhanden. Wir setzen a>0 voraus. Wir

rechnen:
0 dx 01 dx
I(a) - _%/a+x2__%g/1+(i>2
/a
01 T 0 1 T
= —_—— \/Eatn(ﬁ) = —%%atn(ﬁ)

Ein Ableitunmgsoperator wie d/0a wirkt vereinbarungsgeméifl auf alles, was rechts von ihm steht. Soll dies
nicht der Fall sein, muss man das durch Klammern besonders festlegen. Im Beispiel rechnen wir weiter und
finden

Il
%
S

[S[4
IS
S
=

I(a)

D.h. wir haben:

Etwaige Zweifel werden durch eine Probe beseitigt. Ableiten gibt

1 1(1 + 2?) — 222 5 z?

1+ 22 (1+22)2 "(1+a2)%

00 Was folgt, wenn man I(b?) bildet?

[ Was folgt durch Berechnung von }%% zzd—_fbg ? Wieso ist das etwas giinstiger?

O Diese Resultate kann man auch tiber partielle Integration erhalten. Versuchen Sie es einmal mit [ dz-1- 302—_1%2
(12.3.59) Wir geben jetzt eine Liste von Gleichungen, bei der jeweils gewisse storende Faktoren (im Inte-

granden) durch Ableitungen nach einem Parameter ersetzt werden:

1 _ =D" o™ 1
(f(z)+a)»*t = nl dam fl@)ta
(Inz)kz? = (Inz)kern® = %x“
k ar _ 0" _ax
zhe = 5re

xsin(az) = f% cos(ax)
—t . _0_1

(at+b)2 =  Oa at+b
x?sin(ax?) = —Z 1 cos(az?)
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(1-20)2 = 1 — 4i — 4 = —3 — 4
I3
J & oyt =

23 _ Ajx+A, + Bi(z—1)+By
(m2+4)((m71)2+9) z2+4 (z—1)249

3
15 (=30 + 2)=-18i(3 + 20)= = = =B — B — 4,23+ 4,

z — 2 -443s | 1 20419
(2244)((z—1)249) — 13 2244 13 22—2z+10

J dte= cos(wt + )
fdtefatei(wt%»go) _ J‘dte(faqLiw)H»igp — eic,ofdte(faqtiw)t = — + ( atiw)t
[ dtet
[ dte=tei@t+e) = [ dte=(cos(wt + ) + i sin(wt + ¢))
= [dte=" cos(wt + ) + i [ dte " sin(wt + ¢)

11.10.2006
2x—7 2x+7 2 2x+7
fdza@ —6z+13 fdxx2—6x+5 fo dr =5 75
20—7 1 28584
fdl'm52+4 Zfdl'm—
2x—7
fdz (@—3)2—1

12.2: Interpretation des Integrals, die Formel ff def(x) = f-(b—a)

12.3.5 Die Substitutionsregel

(12.3.64) Wir betrachten jetzt zwei ”schwere Integrale”, die wir mit den bisherigen Methoden nicht lssen

konnen. Zunéchst A
I(A):/ dz\/ 1+ z2.
0

Weder direkte Integration noch Umformung des Integranden fithren zum Ziel. Hétte man einen zusétzlichen
Faktor x, dann wire die Berechnung problemlos. Aber ein solcher Faktor fehlt. Auch partielles Integrieren
bringt nichts.

Durch Inspektion des Integranden ergeben sich eine allerdings bereits eine Reihe von Eigenschaften, die das
Resultat aufweisen muss:

A, |A] Kklein
1Az | A groB
I(A) monoton wachsend

3 2 1 /‘ﬂ 1y 2 3 I/(A) = \/1+A2

24



Die erste und die dritte Bedingung passen so nicht zusammen. Man kann versuchen %A2 durch %A\/ 1+ A2
zu ersetzen. Das ist ungerade und ergibt dassselbe Dominanzverhalten fiir groffe A. Aber die iibrigen Bedin-
gungen sind nicht erfiillt. (Fir kleine A etwa erhélt man 3 A statt A.) Man kénnte ansetzen

1(4) = %A L1 A2 4 7(4)

und nach einem passenden Rst r(A) suchen.
(12.3.65) Ein zweites Beispiel dieser Art ist J(A) = fOA dzv/1 — z2. Der Versuch eine Stammfunktion zu
finden fiihrt auf entsprechende Probleme. Erneut stort die Wurzel.

Hier liegt eine Idee nahe:

e Konnte man x gleich sin(a) setzen, dann kénnte man die Wurzel ziehen! Aber dann miisste man auch
iiber o und nicht iiber x integrieren!

Wir wollen jetzt ein Integrationsverfahren einfihren, das den Wechsel der Integrationsvariablen
ermoglicht! Dabei kann der Integrand eine véllig andere Form annehmen. Das neue Integral hat
denselben Wert, ldsst sich aber u.U. besser auswerten. Es geht darum, das Integral

f: drf(r) umzuwandeln in ff dt...f(g(t))

D.h. z soll durch eine andere Variable t ersetzt werden, die x=g(t) erfillt. Wie angedeutet, indern
sich die Grenzen und im Integrand wird ein zusdtzlicher Faktor erzeugt, den wir gleich bestimmen
werden. Dieser Faktor ist notwendig, um die Gleichheit der beiden Integrale zu sichern.

(12.3.66) Die meisten schwierigeren Integralberechnungen verwenden die Substitutionsmethode. Aber
erneut ist es so, dass es keine Regel gibt, die einem sagt, welche Substitution zum Ziele fiihrt. Das Auffinden
guter Substitutionen ist vielfach eine Kunst. Einige (nicht immer naheliegende) Substitutionen erweisen sich
als recht wirkungsvoll.

(12.8.67) Die Herleitung der Substitutionsregel ist mit Hilfe der Kettenregel recht einfach. Wichtiger ist es,
das zugehorige Rechenschema korrekt zu verwenden. Wir werden uns um diesen zweiten Punkt besonders
bemiihen.

(12.3.68) Zur Herleitung: Es sei F eine Stammfunktion zu f. Dann gilt:

/ dof(z) = F(b) — F(a).

Angenommen g ist umkehrbar. Dann kénnen wir A und B finden mit a=g(A) und b=g(B). Es folgt (mit
Umkehrung der Kettenregel):

F(b) - F(a) = F(g(B)) - F(g(A)) = [F(g(t))]}3 = /A dtg' () f(g(t))-

Zusammen besagt das

[Pduf(a) = [3 dtg'(£)f(g(1)).

Das ist die Umkehrung der Kettenregel, etwas anders interpretiert. Beachten Sie die Reihenfolge: Von links
nach rechts.

(2.3.69) Welche Bedeutung hat der zusétzliche Faktor ¢'(t) im Integranden? FEr ldsst sich einfach mit
Hilfe der Summeninterpretation des Integrales verstehen. Approximieren wir beide Seiten einmal durch eine
Summe:

b
/ dof(e) ~ Y Awf(a)

X

| @@t ~ 3 fatw)g wan

A
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Hierbei ist a; = g(u;). Weiter ist Ax; = x; — x;_1 die Breite des kleinen i-ten Teilintervalles auf der x-Achse.
Durch unsere Abbildung x=g(t) ist das aber in Tangentenapproximation

Azi =x; —xi—1 = g(t;) — g(ti—1) = ¢'(tim1)(ti — tim1) = ¢ (tim1) At

t;—1 ist ein Randpunkt des Intervalles, nicht der gewihlte typische Zwischenpunkt t; = g(u;). Aber der
Unterschied gibt nur einen Restermbeitrag, wie etwa folgende Umschreibung zeigt

g (tic1) = g (ui) + ¢" (wi) (tim1 —ug) + ...

Denn es ist ja |(t;—1 — us)| < At;.

(2.3.70) Das zeigt, dass der Faktor ¢'(t) dazu dient, die Breiten der Teilintervalle korrekt ineinander
umzurechnen. Geometrisch ist f(z;)Ax; der Flicheninhalt eines Rechteckes. Der korrespondierende Term
ist f(g(u;))g' (u;)At; . Beide Rechtecke haben wegen x; = g(u;) dieselbe Hohe. Aber ohne den Faktor ¢’ (u;)
konnten die Breiten verschieden sein und damit auch die Summen. Der Faktor korrigiert die Breiten.
(2.3.71) Wie angekiindigt wollen wir das Anwenden der Substitutionsregel jetzt schematisieren. Man sollte
so vorgehen, dass man die folgenden drei Schritte neben dem vorgegebenen Integral in der
jeweiligen Konkretisierung aufschreibt:

(1) Die Substitution: x=g(t) t=g~I(z) in [a,b]
(2) Das Differential dx=dt ¢'(t)
(3) Die neuen Grenzen fnb dr — ff dt

[ duf(x) = [ (dtg (1) F(f(D)

Mit Hilfe dieser Bestandteile kann man das neue Integral einfach zusammensetzen und aufschreiben. Aber
Achtung: Die Funktion g muss im Bereich a< x < b invertierbar sein! Das gehort zum ersten Schritt
(12.3.72) Erproben wir die Methode einmal am zweiten Einstiegsbeispiel. Wir mochten J(A) = fOA dxv1 — 2?
berechnen. Als Substitution versuchen wir x=sin(t). Dann gibt unser Dreipunkteschema:

x=sint
o (2) (3)
(1) t—abn(x)i dx=dt-cos(t) Ade — [ g
V1 — 122 =cost 0 0

Also

A asn(A)
J(A) = / dx/1—a? = / dt cos?(t).
0 0

Das ist aber ein Integral, das wir bereits kennen. Mit Hilfe von cos®t = 2(1 — cos(2t)) und der 1/a-Regel
folgt:

1 1 . asn(4) 1 . asn(A)
J(A) = = |t— =sin(2t) = — [t — sin(¢) cos(t)],
2 "7 2 . 2
1 asn(A) 1
= 3 [t —sin(t)V/1 — sin? t}o =3 [asn(A) —AV1-— AQ}
Eine Probe durch Ableiten bestéitigt das Resultat.
Inhaltlich ist das die Flidcheninhaltsfunktion des Halbkreises, die wir soeben bestimmt haben.
O J(,A) = fOA dzva? — z2. Wie wiirden Sie hier substituieren? Konnen Sie dies Integral auch auf J(A)
zuriickfithren?
(12.3.73) Jetzt noch einige Ergiinzungen zum Dreipunkteschema zum Vollzug der Substitution:

e In der Regel heissen die Variablen nicht x und t. Vielmehr sind jeweils zwei Rollen zu vergeben: alt
und new. In Punkt (1) steht genauer alt = g(new). Darauf ist zu achten.

e Die inverse Abbildung g~! lisst sich manchmal nicht angeben. U.U. ist es dann doch moglich, die Sub-
stitution durchzufithren. Wichtig ist jedoch, darauf zu achten, dass g im Integrationsbereich umkehbar
ist. Ist das nicht der Fall, kann Unfug entstehen.
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e U.U. rechnet man im ersten Punkt noch Hilfsgrofien, die im Integranden auftreten von alt nach neu
um. Im Beispiel V1 — 22 = cost.

e Der zweite Punkt ist eine geddchtnistechnisch niitzliche formale Umschreibung der Gleichung

dg ., ’

— (') =g ().

) =g

Die jeweils in Punkt (1) stehende Funktion g(t) ist zu differenzieren und mit den notigen Differentialen
zu versehen. Ist g nicht verfiighar, ist g~' zu differenzieren und das Ergebnis entsprechend umzustellen.

e Zum dritten Punkt tiberlegt man wie folgt: ”Wenn x=a ("alt") ist, was ist dann nach den Gleichungen
des ersten Punktes t? (Neu)”. Usw.

(12.8.74) Sind die drei Punkte des Schemas fallspezifisch aufgefiillt und kontrolliert, dann kann man das

neue Integral direkt hinschreiben und sollte das tun.

ax? 2

Ein leichtes Beispiel: Das Integral fOA dxe™ mit a>0 soll mit der Substitution ¢ = az® umgeformt

werden. Das Schema gibt:

T
w2 o [t 3 _rl_1
o, xmyh = o DI | e [y ar
umkehrbar fiir x> 0 da a>0 x ist "alt

Also haben wir:

A —az? _ 1 ad® g ¢
Jo dze™ =5 [y e

Durch die Substituion wird der Exponent vereinfacht, aber dafiir handeln wir uns den unangenehmen Faktor
% im Integranden ein, der bei t=0 sogar einen Pol entwickelt. Wir haben bereits gesagt, dass dieses Integral

ein Beispiel fiir ein nicht elementar darstellbares Integral ist. Die Substitution selbst ist einfach auszufiihren.
Leiten Sie die 1/a-Regel iiber eine Substitution her.

(12.3.75) Als niichstes Beispiel behandeln wir das erste eingangs angefiihrte Integral I(a, A) = fOA duva? + u?.
Dabei haben wir einen zusiitzlichen Parameter a>0 eingefiithrt. Was nimmt man als Substitution? Wir
geben eine von Euler gefundene Substitution, von der zuniichst iiberhaupt nicht zu sehen ist, wie man auf
sie kommt. FErst die Ausfiihrung des Schemas zeigt, weshalb sie funktioniert, wie sie die stérende Wurzel
beseitigt. Aber wir haben ja gesagt, dass das Finden giinstiger Substitutionen schwierig sein kann.

Die Substitution soll durch die Gleichung ¢t = v+ va? + u? eingefiihrt werden. u ist hier alt und t neu. D.h.
wir haben g~' angegeben. Auflésen nach u gelingt, indem man (¢t — u)? = (Va2 + u2)2 bildet. Und hier
hebt sich das quadratische u? fort. Es bleibt

t2 — 2tu = a®

Und jetzt lduft die Auffiillung des Schemas durch:

2 2
U= : Qta :g(t)

t=u++va%+u? du = dttZ;QSQ fOA du — faA+ ar A
o t2+ 2
va? +u? = S5
Die Umkehrbarkeit ist im betrachteten Bereich gesichert, wie die Grapheninspektion zeigt. (Fiir a=1, linke

Figur, die t=t(u) gibt) zeigt. Zusitzlich ist t=2u eingezeichnet. Rechts ist vorweg genommen die weiter
unten angegebene Stammfunktion eingezeichnet.)
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Zusammen haben wir folgende Integralsubstitution (mit K=A++/a? + A?) gefunden. Das durch die Substi-
tution entstehende Integral ldsst sich leicht berechnen:

A K (42 22
/du\/a2+u2 = %/ dt%
0 a
1 [E a? ot
= - | dtt+2=+ =
4/a (t+25+3)
K
111 1
= [§t2 +2a*In |t| — §a4t_2]a
a

- Kf—; = I“(—Z) +4(In(K) — ln(a))]

Beim Herumspielen mit K findet man durch ”Rationalmachen des Nenners” folgende bemerkenswerte Iden-
titét:

o]

a? a? _a?((A- mf
K? (A+ Va2 A2)" (A2 = (a2 + A7)
(A— Va2 + A7)

a

Einsetzen gibt fiir den im Integral auftretenden Beitrag:

K2 a2 (A+vVa?+ A2)°  ((A- a2+ A2)°
=z K 22 - 2
- L (44> + 27)
a

Das ist genau der Beitrag, den wir ganz zu Anfang geraten haben! Damit folgt fiir das Integral insgesamt:

a

Jiduy/a B AV T AT In (A0/ETEAT)

Den ersten Term hatten wir geraten. Der logarithmische Zusatzterm ist infolge der gefundenen Identitéit
ungerade, was man ihm nicht unmittelbar ansieht. Durch Ableiten kann man verifizieren, dass wirklich eine
Stammfunktion gefunden ist. Beachten Sie auch die Stimmigkeit der Einheiten. In der oben gegebenen
Figur sind neben der Stammfunktion noch die beiden Dominanzfunktionen A — A und A — %AQ mit
eingezeichnet.

(12.3.76) Wir wollen nochmals auf den Gesichtspunkt der Effizienz verweisen: Die eigentliche Rechenarbeit
tritt beim Auswerten des neuen Integrales auf. Wenn man zur Herstellung dieses Integrales ”ganz lange”
braucht und noch ”viele Fehler” macht, kommt man kaum zum Ergebnis. Das ist immer dann wahrscheinlich,
wenn man sich nicht an obige drei Punkte hélt und stattdessen an der Substitution selbst wild herumrechnet.
(12.3.77) Die Eulersche Integralsubstitution hat die Wurzel im urspriinglichen Integranden beseitigt und
einen rationalen Integranden in der neuen Variablen erzeugt. Von den rationalen Funktionen haben wir
aber gezeigt, dass man fiir sie immer eine Stammfunktion mit der Partialbruchmethode finden kann. Dieser
Sachverhalt kommt héufig vor: Man hat einen Integranden mit unangenehmen Beitrigen und
wandelt ihn durch eine geschickte Substitution in einen rationalen Integranden um!

O Verallgemeinern wir Eulers Methode: Wir starten mit der Gleichung ¢t = = + Ve + 2bx + 22 (x die alte
Variable). Fiillen Sie dafiir das Substitutionsschema aus, wobei auch die Wurzel durch die t auszudriicken
ist und iiberlegen sie sich Integrale, die man mit dieser Substitution in lésbare Form bringen kann!
(12.8.78) Vielfach ist es iiblich, Integrale, die wir unmittelbar mit der ” Umkehrung der Kettenregel” direkt
integrieren, mit der Substitutionsmethode zu bearbeiten. ”Da muss man sich nur eine Methode merken,
braucht weniger zu denken” und rechnet dafiir linger und fehleranfilliger. Rechnen wir so ein Beispiel
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einmal mit beiden Methoden. Zuerst die empfohlene:

= ] P |

1+ £ cos(t))* (1+5cos(t)?],

(1)
- 6((%)?’ @)3) 9

Jetzt substituieren wir alternativ u=sin(t). Das Schema gibt:

u=cos(t) .
t=acs(u)=g(u)  dt=—=2% [Tdt— [ du
sint=v/1 — u?

Also

/7T dt sin(t) L O (—du)v1 —u?
o (L+3cos(t)t 1 VI—u2(1+ du)t

1
! du 1

Das ist viel aufwendiger. Teilweise kann man sich Arbeit sparen, indem man u=cost differenziert und im
zweiten Schritt mit du = —dt - sint arbeitet. Aber man muss darauf achten, dass man am Ende keinen Rest
an alten Variablen im neuen Integranden hat. Das ist eine beliebte Fehlerquelle: Man substituiert nur einen
Teil der alten Variablen, macht aus den Restbestiinden schnell duflere Parameter und freut sich dass, man
integrieren kann! Leider ist das Resultat meist falsch, die Rechnung ist es auf jeden Fall.

(12.8.79) Ist man nur an einer (irgendeiner) Stammfunktion interessiert, kann man das Vorgehen der Sub-
stitutionsregel vereinfachen. Dabei ist an die Vereinbarung aus (12.1.13) zu denken, dass die Integrationsvari-
able genauso bezeichnet werden soll, wie die unabhingige Variable der Stammfunktion. Der dritte Schritt
des Schemas enfiillt dann. Statt der Grenzen ist am Ende die alte Variable wieder einzufiihren:

(1) Die Substitution: | x=g(t) t=g~!(z) in [a,b]
(2) Das Differential | dx=dt g'(¢)
(3) Entfillt t=g 1(t) einsetzen!

Der Zusammenbau des neuen Integrales gibt jetzt:

[t = fasosow]|

D.h. erst, wenn man die Stammfunktion in t gefunden hat, soll man iiber ¢t = g~*(z) wieder die urspriingliche
Variable einfithren!

12.3.80) Ein Beispiel: I(x;a,b) = d soll iiber die Substitution v = /2 — a2 bestimmt werden.
Vi ’

b_ g2

Dabei ist b>0. Die ersten beiden Punkte des Schemas ergeben:

— — a2
Ve T =t entfallt

Damit folgt:

I(z;a,b) =

I
[N}
=
| — |
7N
)
~
S
—
=
N—
Jr
s
N
S
+e
s
N
N———
—

Il
T
[\}
=
Q
~
3
j Q|
l\.’)
) I
o
@j
IS
S



Das ist das Resultat, das man auch iiber eine Formelsammlung oder ein Computeralgebraprogramm erhélt.
Dabei sollte a,b>0 gelten.

Beispiele zur Substitutionsregel:

Einfache Beispiele] I(A,a)= fOA dze=*" | 148t sich nicht elementar berechnen. Und das bedeutet, dass

naheliegende Substitutionen erneut zu nicht losbaren Integralen fithren. Einige Beispiele:

Versuche folgende Substitutionen . Neue Variable u durch alte, also u=g~!(z). Jetzt das
Schema, in das man keinesfalls Nebenrechnungen eintragen sollte!

u=-ax? = g~ (z) fOA dx — fofaA du

x=1/=% =g(u) | dx=du(-5-),/-%

FEinsetzen gibt:

—Uu

I(Aja) = /ﬂd R /’Mﬁd < _ ! /O du—S
R 0 e C 2Va uv—U_Q\/a —aA? uv—u

Wir schlieffen noch eine weitere ganz einfache Substitution an:

A R —aA? 1 a
I(Ayja) = / daxe™* :/ du(—2—) —e" =
0 0 a

—a

u=-v  du=-dv ff du — f__j dv=—[",

A , 1 aA? o
I(A,a :/ dre™ " = —/ dv
o=}, 0l UV
//

Und jetzt v=e—9" yund x2 = _% Inv
— 2 _
v=e % = q l(z) 2
= 1] dx=d 1111 Ad ema4” 1
= S nv X=dv Zzi\/—lnv fO €L fl __fe—aA2

Das gibt:

/d Con? 1¢T/d 1 1¢T/1 gy L
zre = —4/- V—r—=U = — =4/ — v
2Va vy/—Inw 2V a Je—ar2  y/—Inv

Dagegen ist das folgende zunichst keineswegs einfachere Integral leicht mit der Umkehrung Kettenregel
zu losen:

A g A 1
| v\?ﬁ = fl dv " Tie = 2\/lnv|f = 2In(A).
e g
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Jetzt soll das Beispiel aus dem Skript mit einer anderen Substitution gelost werden! (mit zunéchst
mifiversténdlichen Bezeichnungen!)

I(a,A):fOA daxv/a? + 22
Substitution x=a-sh(u)=%(e* —e~*) ch(u)=4(e" + e~ "). Jetzt die drei Punkte:

1. x=a-sh(u) (u=arcsh(%)=...)

2. dx=du-a-ch(u)

3. fOA dx }—>fOE du  mit E=arcsh(2)

Das gibt
A):fOE..du-a-ch(u) a? + a’sh?(u)
—a? [¥ du ch2u = & [ duf ch(2u) +1)
_T [3sh(2u) + u]

2

=% [3sh(2E) + E]

=% [sh(E)ch(E) + E]

—% [sh(B)yT+sI2(E) + E|  E—arcsh(4)

:§ {f 1+ (f)Q + arcsh(f)]

I(a,A):fOA dx\/m:% [A\/m + azarcsh(%)]

Aber arcsh(u) 148t sich noch genauer berechnen, wie unten gezeigt wird.

Nebenrechnung
ch(2u)=ch?u + sh?u ch?u — sh?u =1
ch(2u)=2ch?u — 1
ch?u = £ (ch(2u) + 1)
sh(2E)=2sh(E)ch(E)

Berechnung das arcsh(x)

X

e’ —e™ " = 2y | ist nach x aufzulosen. Setzte z=e®. Gibt

‘22—2y2—120|
z=y++1/y? + 1, da z=e* > 0 gelten muss. Mit diesem z folgt sofort

arcsh(y) = x=In(y++/y? + 1)

Das gibt das auch im Skript angegebene Endresultat

A)=[ deV/@B T P=L [AVE T A + (L (A + VT T A)]

Einige weiter in der Ubunf nicht behandelt Aufgaben zur Umkehrung Kettenregel: :

rx (2%) 1 z\2
=/ \/54—_:54 = 5qz | =55 = 3508 (%)
= ((2)) ()
Kg(a) = [Lsin(alnt) = L [dt4 sin(alnt) = 2(—1)cos(alnt)
= [ dtcos(t) \/a—l—bblnt =+ [di( bCObt)(a, bblnt)% =

a

1
P
K4 = fo ditent” = L [ dt(3at2)ect’ = L [eat” ( )

3a q

%(a—l—bblnt)%
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Morgen

12.3.6 Die Bogenléinge

Wir geben jetzt noch eine Anwendung, die Inegration und Vektorrechnung benutzt.
(12.3.81) Wir betrachten eine Kurve im Raum oder der Ebene, die wir durch eine Parametrisierung ¢ — 7(¢)
beschreiben wollen. Wir interpretieren dies als Bewegung entlang Bild7. Uns interessiert die Linge des
Kurvenzuges, gemessen von einem Kurvenpukt aus, sagen wir von @ = 7({y) aus. D.h.: Legt man von @
einen Faden entlang der Bahn bis 7(t), dann interessiert die Lénge des verlegten Fadens. Wiirden wir in
einem Auto entlang der Kurve fahren, dann wire das der zuriickgelegte Weg. Das letzte Problem kénnen
wir aber leicht (physikalisch) 16sen:

Hat das Auto zur Zeit t die (momentane) skalare Geschwindigkeit v(t) dann ist der (bis zur Zeit
T) zuriickgelegte Weg s(T) gleich ftZ dtv(t). Denn die momentane Geschwindigkeit ist ja gleich
der Ableitung der Weg-Zeit-Funktion nach der Zeit.

(12.3.82) Die momentane skalare Geschwindigkeit erhalten wir aber durch Betragsbildung der vektoriellen
Geschwindigkeit und letztere durch Ableiten unserer Parametrisierung.
Zusammen ergibt sich:

Die Bogenlinge der von 7 beschriebenen Kurve zwischen den beiden Punkten 7(to)und
7(T) mit T>t, wird gegeben durch:

s(T) = [ dt

?(t)’ .

Unsere Modellvorstellung mit dem fahrenden Auto zeigt allerdings noch, dass das Auto die gesamte Bahn
in einer Richtung durchfahren muss. Kehrt es irgenwo um und fihrt es ein Stiick zuriick und dann wieder
vorwirts, so ist der zuriickgelegte Weg groflier als die Bogenlidnge! Denn ein Teil des Weges wird ja dreifach
durchfahren und das wird auf dem Tacho mitgezihlt. Unsere Formel gibt einfach die Tachodifferenz wieder.
Das ldsst sich vermeiden, wenn man fordert, dass die vektorielle Geschwindigkeit 7(t) zu keinem Zeitpunkt
verschwinden darf. Unter diesen Umsténden ergibt unsere Formel sicherlich die Bogenlédnge.

(12.3.83) Alle Parametrisierungen sind in der Regel in Form von Koordinatenvektoren anzugeben. Wir
beschreiben parallel das allgemeine Vorgehen und ein Beispiel.

Allgemeines Vorgehen Beispiel: Kreis
Bestimme eine Parametrisierung 7(t) = (rcost,rsint)
Bilde die vekt. Geschwindigkeit 7(t) = (—rsint,rcost)

Bilde den Betrag der vekt. Geschw. F(t) =r
Bilde damit das Integral

T, |5
b(T)=/"dt r(t)‘
Berechne das Integral b(t)=rT . (T =Winkell)

b(T)=r, dt-1

Der letzte Schritt kann u.U. grofere praktische Schwierigkeiten bereiten, d.h. es kommen ”schwere Integrale”
heraus. Im Beispiel haben wir tatséchlich die Formel fiir die Bogenldnge beim Kreis erhalten. .
O Sei d = (a,b,c). Betrachten Sie die Strecke, die durch folgende Parametrisierung gegeben wird: t— td fiir

0<t < T. Die Léinge dieser Strecke ist natiirlich TM . Bestitigen Sie das mit der allgemeinen Methode.

(12.3.84) Jetzt kommen wir zu einem besseren Beispiel, das wir mit den bisherigen Methoden nicht be-
herrschen. Wir betrachten eine durch iy = az? gegebene Parabel und fragen nach der Bogenlinge im Bereich
0<x<A.
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Als Parametrisierung wihlen wir x— 7(z) = (2, az?). Dann sehen die einzelnen Schritte aus (12.3.83) wie
folgt aus:

P(x) = (1,2ax)
7(@)| = V1+4a222

A
b(A) = / dx/1+ 40222
0

In dem Integral nehmen wir die Substitution u=2ax vor. Das gibt

200A
b(A) 1/ dur/1+ 2.
0

" 2a

Dieses Integral haben wir oben in (12.3.75) berechnet. Mit a=1 und A— 2a.A folgt:

b(A) = (aA 1+ 40242 + %m (2aA + m))

2a
Und fiir @ = lund A=1 folgt schliefllich:

0.4

04 rozogi 02 04 06 08 1 12 14

b=3V56+1In(2+5) =1.4789

Das ist die Bogenlinge der Normalparabel im ersten Einheitsquadrat. Der Wert ist offensichtlich
verniinftig, etwa groBer als v/2 und deutlich kleiner als 2.

Die Bogenlinge der Ellipse.
(12.3.85) Die Ellipse ist neben der Parabel ein weiterer Kegelschnitt. Eine Parametrisierung ist leicht zu
finden, aber das entstehende Integral ldsst sich bemerkenswerterweise nicht elementar ausdriicken. Zuerst
die Schritte, die zum Integral fithren.
Eine Parametrisierung ist 7(¢t) = (acost,bsint),wobei a und b die Lingen der beiden Halbachsen sind.
Ublicherweise ist a die grofie Halbachse. Der Parameter liuft von 0 bis 27. Jetzt das Schema:

7(t) = (acost,bsint)

7(t) = (—asint,bcost)

. 2 _ 2

F(t)’ = \/a2sin2t—|—b20052t:b\/1—TasiDQt

b(T) = beT dt\/1 —n2sin’t wobei n2:b2b§‘12

Wir nehmen an, dass b die groe Halbachse ist. Dann ist 0<n? < 1. Das entstehende Integral erweist sich
als nicht elementar darstellbar. Man bezeichnet derartige Integrale als ”elliptische Integrale”. Sie treten in
den unterschiedlichsten Zusammenhéngen auf und haben eine Vielzahl bemerkenswerter Eigenschften.
(12.3.86) Wir besprechen zunéichst eine andere Form des Integrales, die sich iiber eine naheliegende Sub-
stitution ergibt. Und zwar setzen wir u=nsint. Unser Schema (fir —5 <t < 7):

u=nsint .
t:asn(ﬂ) dt= du foT dt Onsdeu

/ 27'[}42
V1—n2sin®t =1 —u2 !

Zusammen gibt das

T - inT Z
fo dty/1 — 12 sin® t:fon M du nlz_’fz .

Dies ist ein Beispiel dafiir, wie eine Substitution den Integranden veréindern kann
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