Tagebuch 3. Woche

2
Aufwirmen: 1) Sie haben ein Vektorprodukt berechnet. Was fiir eine Probe liegt nahe? @ = | -1
H
e 1 b -, — =g
b= 2 Berechne. @ x bund @ x (@ x b). (Probe?) Vergleiche das letzte Resultat mit| @(ab) — ba? |.
G

2) d, be V. Losen Sie die Gleichung | @ x & = b | geometrisch. (Die Gleichung ist linear und fiir b#0
inhomogen. Was bedeutet das? Was folgt fiir k? Wie sollte man vorgehen?) Fiihrt man ein volles kartesisches
Koordinatensystem ein, so 1a83t sich die Gleichung in Matrixform schreiben. Wie sieht die Koeffizientenmatrix
aus? @ #0

¥ Zuerst die homogene Gleichung @ x @ = 0 losen. Losung sind alle Vielfachen von @ # (_)‘.alﬂso die
von @ erzeugte Ursprungsgerade. D.h. k=1 und ¢ = 2. Die inhomogene Gleichung ist unl6sbar, falls b nicht
senkrecht auf @ steht. Denn @ x Z tut das! Nun sei b senkrecht auf @. Also (@-b) = 0. Wir suchen eine spezielle
Losung der Form #s = ad x b. Es muss gelten ad@ x (@ x b) = b. Nun ist aber @ x (@ x b) = @(a@-b) — ba? = ba>
wegen (d - (;) = 0. Es bleibt die Forderung —ad?b = b, die durch @ = — = erfiillt wird. Damit haben wir
in diesem Fall eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Dag ibt folgende allgemeine Losung (im
1osbaren Fall mit (& -b) =0 :

1 -
FL(N) = —= (@ x B)+ A

M3) Wir betrachten die kubische Gleichung
22+ pr+ ¢ =0 in der Unbestimmten x.

Diese Gleichung soll auf zwei Weisen gelost werden.

b) [Machen Sie den Ansatz x=u+v. Durch Einsetzen und Zusammenfassen erhilt man die Gleichung
(u3 + v3) + (u + v)(3uv + p) + g = 0. Das ist erfiillt, wenn man 3uv+p=0 und u?® + v3 + ¢ = 0 verlangt.
Aus der ersten Gleichung folgt 27u3v® = —p?. Aus beiden Gleichungen folgt v + qv® — (p/3)3 = 0. Das ist
losbar. Analog fiir u. Es folgt:

Machen Sie den Ansatz x:% — y mit noch freiem Parameter a.. Setzen Sie dies in die Gleichung fiir x

ein. Bestimmen Sie « so, daf} Sie die entstehende Gleichung in y lésen konnen. Zuerst y> bestimmen, damit
dann (a/y)? berechnen und dann erst die dritten Wurzeln bilden. Das ergibt x. (Erste Methode.)

e d RO RO )

Erneut folgt eine Losung (der drei moglichen) Losungen. (Zweite Methode.)

1. v Die Losung sollte mit den angegbenen Hinweisen selbst produziert werden oder zumindest jeder
Rechenschritt der gegebenen Losung verstindig erldutert ! Erste Methode. X:% — y. Daher ist

x? = —y3 + 3ay — 3a’y~! + Z—z Einsetzen in die Bedingungsgleichung gibt

x3 —y3 4+ 3ay — 3a%y~ ' + ;—2
px —py + pay~*
X +pr+q: | =P+ Ba—ply+(-3a+p)+E+q




Fiir a=Z verschwinden zwei Summanden (statt des erwarteten einen). Man erhilt fiir diesen a-Wert

eine bikubische Gleichung fiir y:

3 2 3
3 a 6_ 33— . 3_ 4 q p
yw—q—— = 0 oder y°-qy°-a®=0 Also y° = 5 + (§> + (g)

)
e @ O]
st -

ERCRC)

Beide Vorzeichenkombinationen ergeben dasselbe.

t _W+§/Z_E:—?/——zf’+§/z_§
i/_%jL\/WJrf/_g_ (g)2+(§>3

Damit ist eine Formel fiir eine der drei jeweils vorhandenen Losungen bestimmt. A

Zweite Methode
2 4pr+qg=0
r=u-+v pTr = pu + pv
x3 = u3 + 3uv + 3uv? + 03
w3+ 3uv+pu+3u+pr+qg=0
W + 03 + u(Buv + p) + v(Buv +p) + ¢ =0
w403+ (u+v)Buv +p) +q¢=0

w+vi4¢g=0 3uv+p=0

p 3 p
= _— _—_— :O
Y 3u b 27u3+q
3 2 3
6 3 D N 3 4 (Q> (p)
v _ __44 4 L
whau oy 0w 2 ) T3

v analog. Nur eine Vorzeichenwahl zuléssig. Einsetzen

Komplexe Zahlen:
Das Kapitel 6.3 durchgegnagen!

% Die Einfiihrung von C zusammenfassen!

Zeige: Die Gleichung az=b mit a,be C hat fiir a 0 genau eine Losung in C. Das war die
entscheidende Eigenschaft, die man zum Nachweis benotigte, dass C Korper ist. Beachten Sie:
a€ C heifit: Es gibt eindeutig bestimmte aj, as € R mit a=a; + ias. Jetzt die zu verstehende und
zu kommentierende Rechnung:



(a1 + agi) (.’L‘ + Zy) = by +iby

(a1 — agy) + i (a1y + asx) = by +iby
a1T — asy = by +a; -ag
agw +ary = by T a, ay
(a% + (1%)58 = biay + baas
o b1a1 + b2a2 7*1)1&2 + b2a1
T = T o5 - 2 .2
ay + a3 ay + a3
_ biay + boas [ —biaz + baaq
2=\ T\
aj + a3 aj + a3

b1 + b2 _ (b1 + ib2) (a1 — tas)
a1 + tas (a1 + ’iaz) (a1 — iag)

z = x+iy=

Die z ist die gesuchte eindeutige Losung, sofern as 0.

Y Was hat man sich zu merken?

Einige einfache Rechnungen:

345 (3+9)(2+4) (8—371) _ 55 + 25, _ 5 /T46et arctan % 55 + 25
— 73

] = =al
3T
142 2+; 1 73 73 73 73 73

Vereinfachen:

Bei der Umwandlung in Polarform darauf achten, ob der Vektor in die rechte oder die linke
Halbebene zeigt. Fiir den entegengesetzten Pfeil gilt

—§—§'—£ 146 exp | ¢ rtni—
73 7373 R S T

Ubung zu Denkfigur: Was folgt aus M?

Bestimme die Losungen von z" =1

2" =1
z = re' r,a unbestimmt.
e = 1%  Denkfigur
r" = 1mit r>0 gibt r=1 und
nog = 0427k mitkeZ frei
gibt das unterschiedliche komplexe
furk = 0,1,.n—1 ;

- 27
Zahlen, also Losungen |z =e'™n

Gerechnete Beispielanwendungen der Eulerschen Formel:



(em)3 = (cosa + isina)®
cos(3a) + isin(3a) =e*3* = cos® a + 3icos? asina — 3cos asin® a — i sin®
cos(3a) = cos® a — 3cosasin? @ und

sin(3a) = —sin® o + 3 cos? asin
Aus den beiden Gleichungen
e’ = cosa + isina
e ' =cosa —isina
folgen die wichtigen Formeln

cosa = £(e" +e7')  sina = 5 (e — )

Bestimme die Nullstellen:

(1 +1i)22 +2iz—3+5i=0 Ausgangsgleichung
Z +21—+ZZ* 31_:; *0

z +1z(1—z)z—5(3—5z)(1—i):0

z +(1+z)z——( 2+4+i(—=8))=0

‘z +(14+4d)z+(1+4i)=0 Normalform !
219 _7_(1+ ):l:\/(lJrz) 4(1+4z)

Z1g = —= 1 +1) +4 sV —4—14 Endform

LA+ + VAT = \/272\/ 2+ 253 +2V/V/53 26Xp<zarctan Lt \@_3*22)

26.3.

Warmdenken: B 1)Berechnen Sie (1+i)® einmal kartesisch und einmal polar. Was ist (1+i)"
allgemeines ne N
B 2) Bringen Sie die folgenden Grofien 7,7 € Vi und z€ C in die Form "Betragx Richtungsvektor”.

—

= (@b)a—a j=da+axb und z=2+i+3¢

*
z = (2+3cosl)+i(1+3sinl)
|z = V/(2+3cos1)2+(1+3sin1)2
z = /(2+3cos1)2 + (1 + 3sin1)2e™
bei  t _ 1+3sinl
wobel tana = S————" un
* Jetzt Z.

@2 = (7 @) = (ab)%a? — 2ab)a(ab) + (a2)° b = a? (a?zit(az?)?)




B 3) Wie lautet (wohl) die kartesische Darstellung von e 7 Achtung das ist e(#*). Nicht zu verwechseln
mit ()" = e'® = cos(ea) + isin(eq)

V¥ Nicht besprochen:

e cos a-+1 sin o cos o 1sin o cos o
(& = e = e (& =€ (

e = €e“®%cos(sina) + €°°* sin(sin «)

cos(sin o) + i sin(sin )

Was war zu merken? Also die fiir jeden personliche Arbeit?

Zusammenfassung

Zusammenfassung: (¥ unbedingt merken!)
(Weg ....)

B % Komponentenform des.. |..(@* - b¥) = a1by + +7... in R® und R3..

Lénge | .|d| = va - a?.. Einheitsvektor

senkrechte Vektoren [...&= ... Jarctan % =0.77189

Klammern ...
B % Rechenregeln
Nicht teilen

-

B kGeometrische Form ..| (@ - b) = |@||b] cos 6

Ausdehnung auf V§, .....
Winkel

% Projektionsformel von @ in Richtung b P=7b......

Anwendungen:
Ebenengleichung im Raum a@-Z =15
Winkel zwischen 2 Gerade - kiirzester Abstand
Winkel g,E und E,F
Tetraederwinkel

Vektorprodukt:
e Kartesische Form ..... (alternativ €; x €; = ... spéter &;;,€x)

e Geometrische Form @ x b = 7| |b| cos 0

e Rechenregeln: .......

Anwendungen:
e — Normale
— Spatprodukt

— Reziproke Basis (Idee: Aus Vektorgl. eine skalare machen!)
Kiirzester Abstand
Physik. Formeln Winkelgeschw., Drehmoment,....Lorentzkraft



Komplexe Zahlen:

% Die komplexen Zahlen sind die (anders geschriebenen, der Zahlrolle angepafiten)

Vektoren des R% |, fiir die eine zusétzliche Multiplikation erklért ist.

* Dieses System, der Korper C der komplexen Zahlen, wurde durch folgende

drei Eigenschaften festglegt:

¥ (1) Die 1-Achse wird mit der reellen Zahlengeraden identifiziert

¥ (2) Die 2-Achse enthélt die Wurzeln negativer Zahlen, die rein imaginiren Zahlen.
mit i = —1.

v (3) Es gilt die : Abgesehen von Ungleichungen

darf / soll man mit komplexen Zahlen ebenso rechnen wie mit reellen Zahlen.

Die zwei Darstellungen:

Wann welche??

e'* =cosa+isina Eulers Formel

Geom. Interpret.d. Multipl. !! Additionstheoreme
Das Umrechnungsproblem Linke Halbebene!
Gleicheitsdenkfigur Vorsicht beim Winkel
Komplexe Konjugation Nutzen?

Das Endformproblem

Anwendung: Beschreibung von Schwingungsvorgéngen! Komplexe Widerstéinde

Einige weitere Fingeriibungen:

7) Vereinfachen Sie die folgenden Rechenausdriicke:

3-4i | 544 | itomms | 1 1 e
ohton | Ta |ttt | TE
v
B-4i | 5ti _ (3-41)(2-0)+(54i)(24)
ot 10 ) bi(—3-8 1509 114i(—a)
= 5 = == = 1(11 - 4)
itor (2430 +(2-0)(2=3i) _ (=1+i)(2=3i) _ i (—14i)(2—3i)
1-ZE8 7 ((2-30)—(2451))(2+31) —  —8i(2+3i) ~ 8  (2+31)
_ i145i _ i (145)(2=38) __ 4 1747 _ _1 .
T 82431 — 8 13 = g0 = 57 (=T +171)
11 2@+ )+2+2+0) 1 ‘
st = =—(9+8
ot 2(2 +1) TR
1 1_9 , 4
ttog T3 =15t 50
el% B %(1 + Z) 1
1+es 1434 2

Wie grof§ ist der komplexe Widerstand der folgenden Schaltung?



P
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Hier gab es grofie Konzentrations- und Motivationsprobleme
Das Schema gibt fiir +:

IR R S B
iwlL L5+ R iwl  1+4iRwC
_ 1-w?’LC +iRwC  —i [(1-w?LC)+iwRC] (1 —iwRCO)

iwL(1 +iwRC)  wL 1+ w2R2C?
i | etLorwtr2C?) |+ z‘ [wWRC — wRC(1 — w?LC)]

wL 146 ?R2C

Das ist die zunichst anzustrebende Form AE}B fiir die komplexe Zahl %, die anschliefend in polare
Darstellung zu bringen ist. Aber alle daraus folgenden Gréflen hidngen von den drei dufleren
Parametern R, und C ab. Will man ein interessierende Grofle als Funktion von w analysieren und
wahlt man vielleicht nur 10 Werte fiir jeden dufleren Paraeter, dann muss man bereits 1000 Funktionen
betrachten. Das ist sehr unangenehm (und vielleicht zu verstehen).

Diese Schwierigkeit 148t sich jedoch durch die Einfiithrung geeigneter Hilfsgrofien bedeutend vermindern!.
Und zwar fithren wir die beiden einheitenfreien |Hilfsgr('jﬁen x und P‘ ein, durch die sich weitgehend alle

auftretenden Terme ausdriicken lassen:
C
(WVLC)Ry/ 7= xP

P VL R
wC = — wL=wVLC | — | R=2—
R (RMC) P

N| =

x=2=wV/LC| | P=R

=IQ

wRC

wC:% wL=x2
Damit folgt fiir % sofort:
1 / (1 —a?+a?P?) +i[zP —aP(1 - 2?)]
z m/ 1+ 22P?
1 —ip(l-2a? +x2P2)+sz[1—(1—x)]
Z xR 1+ 22pP?
1 —zP(l—x +x?P?) +ia®P P Pz’ —i(1 — 2? + 2% P?)
Z xR 1+ z2P? "R z (14 z2P?)

Bis auf den fiir die Form unwichtigen, aber fiir die richtige Einheit notwendigen Vorfaktor -+ % ist das eine
Funktion von x, die nur von einem einzigen #ufleren Parameter P abhingt. Will man also das Verhalten

einer speziellen Schaltung des betrachteten Typs verstehen, muss man nur dass zugehorige P ausrechnen und
dann zur Variablen x iibergehen!

Beispielsweise erhélt man fiir % = L die Funktion:
0 |Z]
1 P \/[1 —a?+22P? +25P2  p (- 22) 4 22P%) (1 + 22P7)
1Zl R x(1+ 22P?) Rz 1+ a22P2

1_p (1—a2)2 422 P2

|Z] ™ Rz 1422 P2




Nachfolgend einige zugehérige Graphen. P=1 (rot) und P=.25 (blau) - vertikal % und horizontal x.

27.9.06

e Einfache Aufgabe, die man beispielsweise rechnen und interpretiern kénnen sollte (ohne Einheiten! 2-3
Minuten!):
— Up=220, w=314 ¢=0
— Schaltung R=10 und L=2 in Reihe
— Wie grof ist I(0) und I1(0.3/w)

Thema: Effiziente Verarbeitung einer Informationsflut. Wie macht man es richtig, wie falsch. Das ist im
Laufe des Kurses zu tiben
Beispiel: Gestrige Veranstaltung!

Nochmals Zusammenfassung

Stromkreis: Spannung bestimmt eindeutig die Strome, insbesondere den Gesamtstrom: Physik. Prob-
leme:

— Die Beobachtungsgr. messen

— Die Strome theor. berechnen / vorhersagen

U.

Zur Vorhersage: Es gilt das Ohmsch Gesetz I=I(U)=+%

Wie erhélt man R?

— Rekursiv: Parallel- oder Reihenschaltungsregel
— Uber lineares Gls (Kirchhoffsche Regeln)

Wechselstrom Analog

— Sinusformige Vorgénge:



* Beschreibung t—— A(t) = Ao sin(wt + ¢). Benotigt:(w, Ag, ¢)
* Berechnung t—— A-(t) = Age’“@ite)
* Beisp. I-(t), U-(¢)
e Botschaft: Wie im Gleichstromfall, nur mit komplexem Z statt R . Also
Wie erhélt man 77?7

— Rekursiv: Parallel- oder Reihenschaltungsregel
— Uber lineares Gls (Kirchhoffsche Regeln)

e Was folgt, wenn man Z=U+iV=|Z|e!® hat???

U(t) = Upsin(wt + ¢)  I(t)=Ip sin(wt + 1) U gegeb. I gesucht!
U-(t) = Upel@tte) I-(t) = Ipe!@t+v) Upe'? = ZIpe'
Upe™ = ZIe'  Also  Uge® = |Z|Ipe!¥+e)

Benotigte Beziehungen!

e Jetzt kann man beispielsweise berechnen (ohne Einheiten!):

— Up=220,w =314 ¢ =0
— Schaltung R=10 und L=2 in Reihe
— Wie grof} ist I(0) und 1(0.3/w)

Antwort:
Z=R+iwL = VRZ + w2 L2ein % = \/104¢1-55 arctan 232 = 1.5549
Also I(t):% sin(314t — 1.55) = 21.5sin (314.0t — 1.55)

(0)=21.5sin(—1.55) = —21.5
3

I
1(:2) = 21.55in (0.3 — 1.55) = —20.4

e Was ist "Spannung", was "Stromstéirke"? Modell?

Recheniibungen zur Bestimmung von Z: Fragen die man bei Start einer Aufgaben stellen kann
und sollte:

e "Ich habe den Uberblick verloren, kénnten Sie noch..." ...

o " Wie grof§ sollte Z fiir einen Kondensator sein? Hab ich nicht parat und kann den Krakel an der Tafel
nicht lesen."

e "Gehorte + zur Parallelschaltug"
e "Ich seh nicht, wie man Z fiir diese Schaltung erhélt"?
e "Warum noch soll ich Z eigentlich ausrechinen?"

o Usw.
Schlecht ist die leere FRage mit Fortgehen

Probeklausur: Ausgabe Freitag

2 — 3 Stunden Bearbeitungszeit, Hilfsm.
Montag friih: Einsammeln

Mi: Besprechung/ Ausgsabe

Didakt. u. personliche Funktion der Klausur!



Jetzt Teil II des Kurses: Analysis

Kap.7 besprochen
Das allgemeine zugehorige Begriffsystem!

f=(Ux— f(z),W) Abbildung gegeben.
Zugeordnete Menge Bildf={ | }C ...
Graph(f)={ | }C..

Die Definition rekonstruieren.und auf einfache Beispiele anwenden
Das machte gewaltige Probleme - nacharbeiten
Insbesondere: Matrix M:R™ — R™. Betimmung des Bildes, geometrische Interpretation.

Zweites Problem (zur allgemeinen Abbildungstheorie):
Inverse Abbildung
Also: Umkehrung der Zuordnung

Gegeben f=(Ux— f(z), W)

Ist f bijektiv, d.h. hat f(x)=y fiir jedes y€ W genau eine Losung, dann
existiert die inverse Abbildung.
Bezeichnung ‘ == (W,y — f~(y),U) ‘
wobei f~1(y) die Losung von f(x)=y (y gegeben) ist.
3

Beispiele formulieren ‘ k(x)=x*|, | F:&p+—— &5 | endL. Mengen7| p2 = (Z,n—n+2,7Z) |

Py’ = (Z,m—m —2,Z)

Allgemeine Beziehung
xeU fx)=y y) ==
|f*1 o f(z) =f"1(f(z)) == fir alle x€ U‘

yeW y) =z fx)=y
fof ! (y) =i~ (v)) =y alle ye W]

Das waren die wichtigen allgemeinen Gleichungen, die man zur Definition verwenden kann.
Im Skript noch etwas ausgefiihrt.

Was tun, wenn die Invertierung nicht klappt? Zwei Griinde fiir den Fehlschlag aus den folgenden Beipielen
abstrahieren
‘q:(R,:L’ — 22, R) |und |exp=(R,z — €%, R) |
. Abhilfe?
q+ = ([0’ OO[,J? L Q+(:13) = $2, [Ov OOD
Q-T-l = ([0’ OO[,y L QIl(y) = \/ya [Ov OOD
Idee: Neue zur zu invertierenden Abb.dhnliche, davon abgeleitete Abbildung einfiihren, die man umkehren
kann
Verdndere die Mengen!

Weiteres Beispiel: Tangens
tan=(R—N.os ,x— tan(z),R)
tang=(]-5.%[,x— tan(z),R)

tany' = (R,y — tan~!(y) = arctan(y)..,]-Z.Z|)
Als Bild (rot der eingeschrinkte Urbildbereich und blau die zugehorige inverse Funktion.

10



Und

asselbe fiir den Cosinuscos x

Natiirlich zuerst besprochen: Parabel und Exponentialfunktion
z> D.h. Va2 =g fir x>0 und (\/y)? =y fir y>0.

e und In(x) D.h. ¥ =y und In(e®) = 2

11



Morgen Kap. 8.

Glatte reelle Funktionen. Man sollte in der Lage sein, iiber den Graphen und den Rechenausdruck rasch
Zugang zum Verhalten der Funktion zu erlangen. Das wird viele schone Resultate und Fihigkeiten liefern.

28.9.06

Der elementare Mengenformalismus bereitete gestern noch Schwierigkeiten. Einige Fragen dazu:
* Sei f=(A,x— f(z),W) eine Abbildung und be W. Fiir jedes we W definieren wir die Menge

|Ub(f) ={zlz € A, f(z) =b} ‘ 4 a) Beschreiben Sie diese Menge in Worten. 4b) gibt man jetzt f und

b vor, so kann (und sollte) man die Menge weiter spezifizieren. Sei etwa q=(R,z —— 22, R). Was ist dann
Uy(q)? Was Ug(q)? Was U_1(¢q)? Und was ist Ug(sin)? ¢ Sei jetzt p ein Polynom. Was ist dann Ug(p) fiir
eine Menge? (verbal!)

Nachmittags (bei der Division von Funktionen) wurde noch benutzt:

Vo(f) = {zlz € A, f(x) # b}
Was ist Up(f) U V,(f) ?
¢ Sei jetzt | U(f)={ylye W,Uy(f) hat genau ein Element} ‘ Was muss fiir U(f) gelten, damit f invertier-
bar ist?
* Sei f=(A,x— f(z),W) eine Abbildung. Dazu definieren wir die Menge

I(f) = {ala € A,die Gleichung f(x)=f(a) in x hat genau eine Losung}

# Verbale Charakterisierung von I(f)? 4 Sei q=(R,z —— 22, R) und k=(R,z — z3,R) . Was ist I(q), was
I(k)? & Was muss fiir I(f) gelten, damit f injektiv ist?
* Sei h=(R,z — az(1 — x),R). a duflerer Parameter. Bestimmen Sie h o h(x) und ho h o h(x).
fof(z) = f(f(x))
h(y)=ay(l-y) h(h(x))=alez(l - 2)] (1 - [az(l - z)])

h(h(h(z))) =a*z (1 —z) (1 —az (1 —2)) (1 —a*z (1 —z) (1 — az (1 — 2))) : a®z+6aS2°+2a%23—6a°2?+
20823 — a*z? + 2a*2® — a®2? — aPa? — a*a? — aTxt + 4a72® — 60720 + 402" — aPx?* — 20528 — o728

12



Vorbereitung Skript Kap.8.2.1
f(x) mit Nullstelle bei x=0
Was soll wohl heien f(z) geht schneller als x* nach Null
oder "geht quadratisch nach Null"
%’? was passiert fiir x— 0 ?

Beweis: Cosinussatz
Dreieck mit Kanten a@,b 3. Seite ¢=b—a

berechne & = (b—a@)2 = (b—a)- (b—a) = b+ a2 — 2(a - b)
c? =a’+b% —2abcosy

Beweisen Sie den ”Sinussatz” fiir ein allgemeines Dreieck, indem Sie im Dreieck ein Lot (von einem
Eckpunkt auf eine gegeniiberliegende) Seite fillen und die Lotléinge auf zwei Weisen ausrechnen

a b
sin « sin B

Herleitung einer niitzlichen Identitéit fiir sinx+siny

et | o
y_m T—y

2
sinx-+siny= 5111( + Z54) +sin (%Q — =)
—SlnzTﬂ}COS— —|—smTycosm +smmcos% —smTycosx—“’
=2sin ﬂ cos &Y

2

| sin(2a)=2sin(a)cos(a). ‘

cos(2a) = cos?a —sin® a = 1 — 2sin® a

sina=,/1 (1 — cos(2a))

i L

sinZ = /4 (1 — cos(z))

cosZ = /1 (1+ cos(z))
sing

xT — ea;»lna; _ (elnx)x

Wachstumsfragen
(ein spezieller Aspekt des Verhaltensproblems)

1) Betrachte fiir immer groflere x.

Der erste Summand geht gegen +oco, der zweite
gegen -co. Wer gewinnt? Oder gewinnt keiner?
2) Betrachte |g(x)=z%e"* = z—: fir immer groflere x. Der Zihler
keiner?

....... Wer gewinnt? Oder gewinnt
Dasselbe fiir immer kleinere x also x— —oo
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3) Betrachte |f(x)= (lnfo,)ll 2| fiir immer groflere x. Der Zghler ........ Wer gewinnt? Oder gewinnt keiner?

4) lnz Was ist hier los?

sinz o
Numerisches Beipiel:

e® — 510 =—-9.7655 x 10° e — 619 = —6.0466 x 107 €3 —810=_-1.0737 x 10°
el —10'0 = —1.00000 x 10© €' — 150 = —5.766 5 x 10!

€20 — 2010 = —1.0240 x 10" €30 — 3010 = —5.798 x 10

e'00 — 10010 = 2.6881 x 10%3

z+3sin(x) e —e~7
219 2
Wie kommt man auf die Gleichung XZIT“’ +

x —x x —x
X e’ He e —e
e =2 = _|_ - <

Die néchsten Beispiele wurden ad hoc als Einstieg in die und spéter Begleitung der rekursiven Konstruk-
tion neuer Funktionen benutzt.

ch(x):e“r;ﬁ
sh(x)=<=£—
ch?(z) — sh?(x) =1

30
25
20

157

\ 10]
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x —x

e —e
th(x)_em-e—w
1
0.57
L — T T b I T
-4 2 2 x 4
/5]
e

ch (sc-+y)=ch(x)ch(y)+sh(x)sh(y)
ch(x+y)=4 (€7 + e~ Y)

ch(x)ch(y)+sh(x)sh(y)=2 (e” + e %) (e¥ + e ¥) + L(e* — e ) (e — V)
i( ereY +267mefy)
p(x)=7x3 — 52% + 2z + 3

Verhalten von p bei x=07

x+2sin(x) =z
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xsin(x)

(1+sin”(x))(e* — 1)
(1+sin”z)(e® — 1)

sin?z = sinz - sinz |sin(z)]

sin? z
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Fx)=2V1-22=2y1—-2y1+x

1
0.8
0.6
0.4
0.27
-0.5 5 0.5x
-0.4 7
-0.6 7
-0.8 7
-1-
Verhalten bei x=0 x1
Verhalten bei x=1/1 — 22
Verhalten bei x=-1 /14 z(—1)
Vi V3V3—z
4
257
21
157
.
05
1 0 1 2 x 3

sinx
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29.9.2006

Das erste Hauptproblem des Analysiteils wurde eingefithrt: Die Umsetzung von im Rechenausdruck enthal-
tener Information in Verhaltensinformation, die madglichst graphisch darzustellen ist. Da hier mehrheitlich
einige Vorkenninisse verfigbar zu sein schienen, wurde von Beispielen und gestellten Fragen ausgegangen,
statt des festen Ablaufes, wie er vom Skript vorgegeben ist. Dadurch entstanden einerseits einige Liicken,
andererseits dirfte die "performance” auf diese Weise besser sein wie auch die Ubungsbeispiele zeigten. Auch
tauchten einige gute Fragen auf.

Nochmals die Kapiteliibersicht: (Dabei besonders wichtig unter den hilfen: Die kleinen Transformationen
und die Umformung des Rechenasudrucks

Reelle Funktionen
Grundausstattung:

e Homogene Polynome (Paritéit, Paritéitstest, Wachstums- und Nullstellenverhalten)
e Sinus und Cosinus (Additionstheoreme)

e Exponentialfunktion

Rekursive Konstruktionen

e (af)(z) =af(z)  Spiegelung x-Achse!

(f+g)(x)=f(x)+g(x) (Dominanzargumentation)

(fe) (x)=f(x)g(x) (Nullstellenverhalten - Regel!)
. g(m) —ZZ (Pole!)

f(
q(

N N

go f(z)=g(f(z)) | Graphenkonstr. fehlt noch ! Erledigt|
fH (@) tber f(f(y)) =y und f(f(z)) ==
2 Testfragen: 7% Bestimme alle x mit sin(x)=4%

Hilfen:
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kleine Transformationen (Beispiel \/1 — x))

Umformung Rechenausdruck

Kurvenscharen

Verlaufsdiagramme...

Kleine Transformationen:

Das Beispiel von Gestern:

e Man kennt das (normierte) Nullstellenverhalten von /z insbesondere den Graphen.

e Dann kann man auch das Verhalten der Nullstellen vz —1 /z —x9 +/1— 1o usw angeben!! Die
Figur zeigt die Graphen von /z (rot) , vz — 2 und v/2 — x

e Ebenso: sin hat bei x=0 die Nullstelle des Typs y=x (Nihrerung). Infolge der Periodizitit des sin
sehen die Ndherungen der anderen Nullstellen wie folgt aus:  (-1)(x-m) bei x=m, +1(x-27) bei x=27
usw. Es geniigt also, Die Nidherung bei x=0 zu kennen, dann folgen die Niéherungen der iibrigen
Nullstellen iiber kleine TRansformationen.

Ausgearbeitet Ausfithrungen im Skript!

Weiteres Beispiel: Aus dem bekannten Graphen von x— sin z soll das Verhalten von x——x——2sin(3x+2)+5=2sin(3(:
(-2))) + 5 hergeleitet werden: Verschiebe nach -2 / Stauche den Graphen in x-Richtung um 3 )/ Strecke in
y-Richtung um 2 un Verschiebe in y-Richtung um 5. Das sind alles Transformationen, die leicht vorzustellen
sind!

Die beiden Graphen:

107
g1
6
2]
1 10 5 ; X 15 15
-2
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Ein weiteres Beispiel: Die Normalverteilung: Start ist die Standardnormalverteilung x— #eféx

\%2_#@—(%)2

Ersetzt man das durch \/%e ( vz ) , so wird in x-Richtung um x, verschoben. Das Maximum liegt

bei x¢ . Das Bild zeigt die dregr Fille xg = 2 und xg = —1, —2.

0.87

0.67

AuBlerdem wird noch Breite und Hohe des Graphen modifiziert und zwar so, dass der Flicheninhalt unter
; ird wi icht: 1 —sh(e—w0)? _ 1 —5(552)° :
dem Graphen konstant bleibt. Das wird wie folgt erreicht: x—— worei e (@=20)" — worrA Also:

Der Graph wird in x-Richtung um o gestaucht und in y-Richtung um % erhoht! Die Figur zeigt o = 2 und

a:%unda:iﬁirxozo.

Andere Funktionen mit glockenférmigen Graphen:

x— —— und x— ﬁ usw. Die konstruktion:

1+x
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Das Problem der Bestimmung des Nullstellentyps. Zu verstehen ist die allgemeine Regel aus (8.3.31).
Dazu muss man die Nidherungen etwa von sin, cos und exp bei x=0 wissen. Dan kann man die meisten
Félle leicht angeben. Aber die Anwendung macht immer Miihe, weil irgend: etwas nicht da ist.

Beispiel: Verhalten bei x=07

1
141327) - (cos(z) — 1) = —=z?
( 2
~1 (1-322)—1

Der Graph, schwarz die Nidherungsparabel x— —%x2

0.4

0.29

Beispiele fiir die Konstruktion des Graphen einer zusammengesetzten Funktion:

x— e(*)  Sinus liuft zwischen -1 und +1, also e zwischen e~! und e'.
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Und sin(e®). Mit zunehmendem x wird der Abstand zwischen den Schwingungen immer kiirzer. ( Null-
stellen bei sin(e”) = nw. Das nach x,, auflosen!)

Die beiden Funktionern tan(sin(z)) und sin(tanx). Skript (8.3.56)

tan(sin(z))

Umformung Rechenausdruck (erlaubt jeweils einen speziellen Verhaltenszug per Inspektion zu finden:

T 1 1
' ) R R e .
Esliegen zwei Pole bei x=3 und x=-3 vor und eine Nullstelle bei x=0.
~ 3_1 e ~ =3_1 —_— ~_1 .
~ £—= beix=3 und = = o bei x=-3 und =~ —gz bei x=0.

Im bild rot der Graph und blau und schwarz die Approximationen in ihren jeweiligen Bereichen.!

1+4x2n
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1—2z2 +a?

Eine Reihe von jetzt leicht machbaren Beispielen!

z— ot — 222 41 z—x—1D(z-2)(z-3) | z—z+ (x—1)(z—2)(z—3)

x— x — sin(x) T 2L T T G

& — — = mit a>0 | = — xcos(z?) x > 12 cos(x) x> 221 — 22
x +— sin(sinz)) x +— cos(sin(z)) T e’ — 2™ m=0,12,....

Einige Beispiel mit Einhiillender oder besser Begrezungskurven:
Betrachtet man F(x))=x cos(z?), so gilt -x< F(x) < z, da der cos-Faktor den Funktionswert immer in
Richtung der x-Achse zieht:
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=1
2

Si% Hier geht der GRph glatt durch x=0 hindurch

sinwz

Einhiillende: Betrachte hierzu x— f,(z) = mit dem &duBeren Parameter w. Variiert man w, so wird
tatséchlich der gesamte Innenbereich ausgefiillt! Insbesondere ist f,,(0) = w. Im néchsten Bild sind die
Graphen “fiir w = 0.4, 0.6, 0.8,....1.6 eingezeichnet
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